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ELŐSZÓ 


A jegyzet a BME Villamosmérnöki és Informatikai Kar Informatikus szaká- 
nak Valószínűségszámítás c. tantárgyához készült segédanyag. 

A jegyzet az elmélet szokásos felépítését követve négy fejezetre tagolódik, 
a fejezetek szakaszokból állnak. Az első fejezet tartalmazza a valószínűségszá- 
mítás axiómarendszerét, a valószínűségi mérték legfontosabb tulajdonságait 
és kiszámításának klasszikus módszereit. A második fejezet a valószínűségi 
változókkal, a harmadik fejezet a valószínűségi vektorváltozókkal foglakozik. 
A negyedik fejezetben kapnak helyet a nagy számok törvényei és a centrális 
határeloszlás tételek. A fejezetek végén nagy számú kidolgozott feladat és 
önállóan megoldandó gyakorlat található. A jegyzet végén a felhasznált 
jelölések, szimbólumok összefoglalása, tárgymutató, ajánlott irodalmak je- 
gyzéke és függelékben a normális eloszlás táblázata olvasható még. 

A Valószínűségszámítás c. tantárgy előkészíti a Tömegkiszolgálás infor- 
matikai rendszerekben és az Információelmélet c. tantárgyakat, de olyan más 
árgyak is építenek rá, mint pl. a Matematikai statisztika, Sztochasztikus 
olyamatok, Véletlen számok generálása és szimulációk, Megbízhatóságelmé- 
et, Operációkutatás, stb. 





A valószínűségszámítást axiomatikus felépítésben tárgyaljuk, eleve elfo- 
gadott alapfogalmakból és alaptételekből kiindulva jutunk el az egyszerűbb 
ételeken és definíciókon keresztül az összetettebb állításokhoz és fogalmak- 
hoz. A tételek nagy része bizonyításokkal együtt szerepel, ami az elméleti 
háttér jobb megértését szolgálja. Ugyanezt segítik a bemutatott példák és 
kidolgozott feladatok, valamint a mellékelt ábrák is. Az összetett, bonyolult 
bizonyításokat első olvasáskor mellőzni lehet, a főbb összefüggések anélkül is 
megérthetők. 








Ezúton mondok köszönetet Dr. Györfi László akadémikusnak a kézirat 
gondos átnezéséért, a jegyzet szerkezeti felépítésével kapcsolatos tanácsaiért 
és értékes szakmai megjegyzéseiért , kiegészítéseiért. Köszönöm Pintér Márta 
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doktorandusznak is, hogy körültekintően elolvasta a kéziratot, és segített a hi- 
bák, pontatlanságok kiküszöbölésében. Köszönettel tartozom Győri Sándor 
másodéves informatikus hallgatónak is, aki sokat dolgozott a szöveg inter- 
net hálózatra tételével. Végezetül köszönöm Salfer Gábor tanársegédnek a 
ETFXszövegszerkesztővel kapcsolatos tanácsait, segítségét. 


Budapest, 1998. szeptember 15. 
Ketskeméty László 


I. fejezet 


A Kolmogorov-féle valószínűségi 
mező 


I.1. A valószínűségszámítás alapfogalmai és axi- 
ómarendszere 


Az alapfogalmak szemléletből eredő, magától értetődő fogalmakat jelentenek, 
amelyeket egyszerűbb fogalmak segítségével nem lehet definiálni, hanem csu- 
pán körülírni lehet őket, illetőleg példákat lehet mutatni rájuk. 

Hasonlóan, az azriómák bizonyítás nélkül elfogadott állítások, amelyek 
annyira nyilvánvalóak, hogy csupán a szemléletből vezetjük le őket. 


I.1.1. Alapfogalom: Véletlen kísérleten (R) olyan folyamatot, jelensé- 
get értünk, amelynek kimenetele előre bizonyosan meg nem mondható, csupán 
az, hogy elvileg milyen kísérletkimenetelek lehetnek. A véletlen kísérletet 
akárhányszor meg lehet figyelni, vagy végre lehet hajtani azonos feltételek 
mellett. 





I.1.1. Példa: 


a.) Egy szabályos játékkockával dobunk. Nem tudjuk előre megmondani az 
eredményt, de azt állíthatjuk, hogy az 1,2,3,4.5,6 érték közül valamelyiket 
kapjuk. 


b.) Egy teljes, jól megkevert csomag magyarkártyából véletlenszerűen kihú- 
zunk 10 lapot. A véletlentől függ, hogy melyik lesz az a 10 lap, de azt 
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tudjuk, hogy a 32 lap összes ismétlés nélküli kombinációja közül lehet 
csak valamelyik. 


c.) Egy telefonkészüléket figyelve mérjük a két hívás között eltelt időt. A 
lehetséges kimenetelek a [0, 00) intervallum pontjai. 


I.1.2. Alapfogalom: A £ véletlen kísérlet lehetséges kimeneteleit elemi 
eseménynek nevezzük. A véletlen kísérlet végrehajtása során az elemi es- 
emények halmazából mindig csak egy fog realizálódni. Az elemi események 
jelölésére az w, esetleg w; szimbólumokat fogjuk használni. 





I.1.1. Definíció: A R véletlen kísérlettel kapcsolatos összes elemi ese- 
mény halmazát eseménytérnek nevezzük és 0-val jelöljük. 


I.1.2. Példa: 


a.) A kockadobás kísérletével kapcsolatos elemi események az 1, 2, 3, 4, 5, 6 
értékek, 0 — (1,2,3,4,5, 6). 


b.) A kártyahúzás kísérlethez tartozó elemi események a 32-es csomag összes 
10 lapos részhalmazai, a lapok sorrendjét nem figyelembevéve, 2 — (w : w 
a 32 kártyacsomag egy 10 elemszámú kombinációjab. 


c.) A telefonhívások közötti időtartamra vonatkozó kísérlethez tartozó elemi 
események az 2 — [0, 00) intervallum pontjai. 


I.1.2. Definíció: Az elemi események halmazait, az (2 eseménytér rész- 
halmazait eseményeknek nevezzük, és a latin abc betűivel jelöljük: A, B, C), . . .. 


Megjegyzés: 


a.) Az események definiálását gyakran logikai állítások megfogalmazásával 
tesszük. Ilyenkor az eseménynek megfelelő halmaz azokból az elemi es- 
eményekből áll, amelyek realizálódása esetén a logikai állítás értéke igaz. 





b.) Az egyetlen elemi eseményből álló eseményeket az egyszerűség kedvéért 
a továbbiakban szintén elemi eseményeknek fogjuk nevezni, holott ma- 
tematikailag az elem és az elemből álló egyelemű halmaz fogalma nem 
ugyanaz! A legalább kételemű eseményeket összelett eseménynek is ne- 
vezzük. 
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I.1.3. Definíció: Az A esemény bekövetkezik, ha a kísérlet végrehajtása 
után olyan elemi esemény realizálódott, ami az A eleme. 


I.1.3. Példa: a.) A kockadobás kísérletével kapcsolatos esemény a (2, 4, 6) 
elemi esemény-halmaz, melyet a , párosat dobunk" logikai állítással is defini- 
álhatunk. 

b.) A kártyahúzás kísérlethez tartozó esemény pl. a. ,van ász a kihúzott 
lapok között" állításhoz tartozó kártya-kombinációk halmaza, amelyhez az 
0-át alkotó (§) db. elemi eseményből (§) — 6) tartozik. 

c.) A telefonhívások közötti időtartamra vonatkozó kísérlethez tartozó 
esemény pl. az ,öt percen belül fog csöngeni", ami éppen a [0,5) intervallum 
pontjait definiálja. 


I.1.4. Definíció: Az A esemény maga után vonja a B eseményt, ha az 
A esemény részhalmaza a B eseménynek. Jelölés: AC B. 


Megjegyzés: A A véletlen kísérlet w elemi eseményeit jellemzi az, hogy 
nincs olyan B £ (0 esemény, amely w-t maga után vonná. 


I.1.4. Példa: a.) Kockadobásnál a , hatost dobunk" esemény maga után 
vonja a ,párosat dobunk" eseményt. 

b.) Kártyahúzásnál a ,mind a négy ászt kihúztuk" esemény maga után 
vonja a ,van piros színű lap a kihúzottak között" eseményt. 

c.) Telefonhívásnál az ,öt percen belül csörögni fog" maga után vonja a 
tíz percen belül csörögni fog" eseményt, hiszen [0.,5) c [0,10). 


I.1.5. Definíció: Az A és B események ekvivalensek, hah AC Bés BC A 
teljesül egyszerre. Ekvivalens események között nem teszünk különbséget. 
Jelölés: A — B. 


T.1.6. Definíció: Lehetetlen eseménynek nevezzük azt a (-vel jelölt ese- 
ményt, amely a £ bármely végrehajtása során soha nem fog bekövetkezni, 
azaz () az üres halmaz. f megfelel a konstans hamis állításnak, olyan esemény, 
ami elvileg soha nem következhet be. 


I.1.7. Definíció: Biztos eseménynek nevezzük azt az eseményt, amelyik 
a A bármely végrehajtása során mindig bekövetkezik. Ez az esemény nem 
más, mint az ? eseménytér. 2? megfelel a kontans igaz állításnak. 
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I.1.5. Példa: 


a.) A kockadobásnál a ,10-nél kisebb értéket dobunk" esemény az 0-val, a 
, negatív értéket dobunk" esemény pedig (-vel ekvivalens. 


b.) Kártyahúzásnál ,van a lapok között hetestől különböző" 8-val, míg a 
,minden lap értéke legalább tíz" 0-vel ekvivalens. 


c.) Telefonhívásnál valamikor csörögni fog" 0-val, ,soha nem fog csörögni" 
pedig 0-vel ekvivalens. 


I.1.8. Definíció: Egy A esemény ellentelt eseménye az az A -val jelölt 
esemény, ami pontosan akkor következik be, amikor A nem következik be. A 
az A-nak az 0-ra vonatkoztatott komplementer halmaza, azaz A— 0 V A. 


I.1.9. Definíció: Az A és B események összegén azt az A -k B-vel jelölt 
eseményt értjük, amely pontosan akkor következik be, ha A és B közül lega- 
lább az egyik bekövetkezik. (A 3 B az A és B események uniója). 


I.1.10. Definíció: Az A és B események szorzatán azt az AB vagy A- B- 
vel jelölt eseményt értjük, amely pontosan akkor következik be, amikor A is 
és B is egyidejűleg bekövetkezik. (AB az A és B események metszete). 


I.1.11. Definíció: Az A és B események különbségén azt az AV B - 
vel jelölt eseményt értjük, ami pontosan akkor következik be, amikor A 
bekövetkezik, de B nem. ( AVB — A. B). 


I.1.1. Tétel: Tetszőleges A, B és C eseményekre igazak az alábbiak: 
a) A4B—B71 A, 

b.) (43 B)4C€— A3(B3 0), 

c.) Az A— A, 
e 
f 
g 














d.) AB — BA, 
(ABJC — A(BO), 

) AA — A, 

) A(B-C) —(ABJ 4 (AC), 
h.) A3(BC)—-(A4 B(A3 0), 
i.) A — A, 

j) AFB- A.B, 
k) A.B—-A1B, 
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— 


)4A—0, 
th A — 


A 


tés 


a, 


3 


.) 
a — 
xn 


, 


19) 


9— 
30 — A. 


ezt sát lest 


sofá; ax 


ele 


Bizonyítás: Mivel az események közötti műveletek a halmazok közötti 
unió és metszet illetve a komplementer segítségével voltak értelmezve, és ott 
igazak a Boole algebra összefüggései, itt is érvényesek lesznek. I 


T.1.12. Definíció: Az A és B események egymást kizáróak, ha AB — Ü), 
azaz szorzatuk a lehetetlen esemény. Egymást kizáró események egyidejűleg 
nem következhetnek be. 


I.1.13. Definíció: Az Az, Az, . . . , An, . . . események (nem feltétlenül vé- 
ges elemszámú) rendszereteljes eseményrendszert alkot, ha iz, j -re A; : A; — 0 
(páronként egymást kizárják) és 2)" A; — 2 teljesül. 

vi 


Megjegyzés: 


a.) A A véletlen kísérlet egy végrehajtása során a teljes eseményrendszer 
eseményei közül csak egyikük fog biztosan bekövetkezni. 


b.) Az A és A kételemű teljes eseményrendszer. 


I.1.6. Példa: A francia kártyából való húzásnál az Az —,kőrt húzok", Az 
— kárót húzok", Az —,pikket húzok" és A4 —, treffet húzok" események teljes 
eseményrendszert alkotnak. 


I.1.1. Axiómák: A £ véletlen kísérlettel kapcsolatos összes események 
$ rendszere (az ú.n. eseményalgebra) c-algebra, azaz kielégíti az alábbi 
tulajdonságokat: 

vNes 

2 HaAES$o AES is. 

37 Ha Ai, Az, ..., An... ES YA; ES is. 

vi 


Megjegyzés: 
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$ nem feltétlenül esik egybe ? összes részhalmazainak 2? halmazrendsz- 
erével. $-ben csak a kísérlettel kapcsolatba hozható ú.n. megfigyelhető 
események vannak. Nem zárjuk ki, hogy lehetnek 8-nak olyan A részhal- 
mazai, amelyeket nem tudunk megfigyelni, azaz lehet olyan kimenetel, 
ami végén nem tudjuk megmondani, hogy A bekövetkezett-e vagy sem. 
Az axiómákkal éppen az ilyen A eseményeket akarjuk kizárni a további 
vizsgálatainkból. 


Az axiómák nyilvánvaló tulajdonságokat fogalmaznak meg. Az 17? pont- 
ban azt követeljük meg, hogy a biztos esemény megfigyelhető legyen. A 
2"-ben azt állítjuk, hogy ha az A eseményt meg tudjuk figyelni, akkor 
az ellentettjét is meg tudjuk. A 37-ban pedig az az állítás, hogy ha es- 
eményeknek egy rendszerét egyenként meg tudjuk figyelni, akkor azt az 
eseményt is meg fogjuk tudni figyelni, amely akkor következik be, ha a 
felsorolt események közül legalább egy bekövetkezik. 


I.1.2. Tétel: Az axiómákból levezethetők $-nek további tulajdonságai 


0 € S, azaz a lehetetlen esemény is megfigyelhető. 
HaA BESZ A3BES is, azaz a 37 axióma véges sok esetre is igaz. 


HaABESZS ABES is, azaz megfigyelhető események szorzata is 
megfigyelhető. 


Ha Az, Az,..., Any. EDS I[/4 € S is igaz, azaz megfigyelhető 
események együttbekövetkezése is s regkévelkető; 


HaA BESZ AVBESÉés B VA € S, azaz megfigyelhető események 
különbségei is megfigyelhetőek. 


Bizonyítás: 
Az 1" és 27 axiómákból triviálisan következik. 


Az Ai — A, Az — B, Az — A4 — :.: — Ű választással, a 37 axiómából 
következik. 
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c.) Ha A, B € $, akkor 27 miatt A, B € $ is igaz, de akkor b.) miatt A-B 
€ $ is fennáll, de újra a 27 axiómára hivatkozva ekkor A 4 B— A-BE S 
is fennáll. Az utolsó lépésben a I.1.1 tétel j.) és i.) állításait használtuk 
fel. 


d.) Az előzőhöz hasonlóan, a 27 és 37 axiómákból valamint a De Morgan 
azonosságokból következik. 


e.) 27 miatt A, B 


A,B ES is igaz, így c.) miatt (AVB -)jA- B € S és 
(BVA-JB.A E 


S is igaz. MI 


I.1.2. Axiómák: Adott egy P : $ — [0,1] halmazfüggvény, melyet va- 
lószínűségnek nevezünk. A P függvény kielégíti az alábbi tulajdonságokat: 
17 P(ON)—1 
27 Ha Ai, Az, . . . , An, . .. € $ páronként egymást kizárják, azaz Vi  J-re 
A; : A; — Ü, akkor P(Y7 A) — DP P(A;). 
vi vi 


Megjegyzés: 


a.) A 27 axiómában megfogalmazott tulajdonságot a valószínűség c-additi- 
vitási tulajdonságának nevezzük. 


[ezi 
Közé 


A megfigyelhető események valószínűségeit kiszámíthatónak tételezzük 
fel. A P(A) érték az A esemény bekövetkezésének mértéke, esélye. A P 
halmazfüggvény rendelkezik azokkal a tulajdonságokkal, amikkel minden 
más mérték is rendelkezik (pl. hossz terület, térfogat tömeg stb.) A 2" 
axióma azt állítja, hogy egymást kizáró események összegének valószí- 
nűsége az események valószínűségeinek összege, mint ahogy pl. egymást 
át nem fedő részekből álló síkidom területe egyenlő a részek területeinek 
összegével. Az 1" axióma azt posztulálja, hogy legyen a biztos esemény 
valószínűsége I, és ehhez képest jellemezzük a többi esemény bekövetke- 
zésének esélyét. A fizikai mennyiségekhez mérőműszerek szerkeszthetők, 
hogy az adott test egy fizikai jellemzőjének elméleti értékét nagy pon- 
tossággal megbecsülhessük. Ilyen műszer a hosszmérésre a méterrúd, 





tömegre a karosmérleg. Ugyanúgy, mint más mértéknél, a valószínű- 
ség esetén is szerkeszthető mérőműszer, amivel az elméleti valószínűség 
számértéke jól becsülhető lesz. Ez a , mérőműszer" a később értelmezendő 
relatív gyakoriság lesz. (Lásd az I.3. szakaszt !) 
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I.1.14. Definíció: Az (02, $, P) hármast a £ véletlen kísérlethez tartozó 
Kolmogorov-féle valószínűségi mezőnek nevezzük. 


I.1.3. Tétel: A valószínűség axiómarendszeréből levezethetőek a való- 
színűség alábbi tulajdonságai: 


a.) P(A) —1— P(A), 
c.) Ha A1, Az, . . . , An, . . . € 5 események teljes eseményrendszert alkotnak, 
akkor 9 P(A;)— 1, 

vi 


d.) Ha A C B, akkor P(A) £ P(B), 





e.) P(AVB) — P(B) — P(AB). 


Bizonyítás: 





a.) A-A — 0, AHA — 0 és 197, 27 miatt 1 — P(O) — P(A4A) — P(A)--P( A). 

b.) 0 —0 miatt az előző állításból triviális. 

c.) Mivel 9" A; — 2 és az Az, Az, . . . , An, . . . események egymást páronként 
vi 

kizárják, az axiómákból már következik az állítás. 


d) B-A3A.B és A:(A. B) — 0, így P(B) — P(A) 4 P(A : B). Mivel 
P(A- B) 2 0, már következik az állítás. 





e.) B— A-B-- A-B és (A-B) (A-B) — 0 miatt P(B) — P(A- B) P(A- B). 
Mivel BVA- B. A így az állítás már következik. Mi 


I.1.4. Tétel: (Poincare-tétel) 


Ha Az, Az, ..., An € 3 tetszőlegesek, akkor P(D7 4A;) — H(—1)"4 57, ahol 
57 — B P(A; : Aj tr Ay): 


1-1 zi 
1£j1 c). ein 
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Bizonyítás: n-re vonatkozó teljes indukcióval: 
n — 2 esetben: 
A1- Az — Ai (Az: Ai) és Ai : (Az: A) — 0 miatt I.1.3 tétel e.) állítását 
felhasználva: P(Ai Tt A2) I P(A1)3-P(Az : A) I P( Ai) P( 42) —P(Ai : Az). 
Tegyük fel, hogy az állítás igaz n 2 2 esetben. 


n - 1-re az állítás bizonyítása: 
nk1 


2 Ai - DA; TF Ani, Így 
zi si 
n-k1l n 
PC 4)—- PDA) P(Au1)— P(Au: DA) — 


- PO A) HF P(An41) — P(D A; : An41). 


7-1 —1 
Az indukciós feltevés felhasználásával: 


P(Z 4)- $P(4J - I P(A:4) 4 E P(A:A5ApJ— 4 


igj ES 
ET B(Á tág et An) FP(Any1) — BB P(A:An41) FR P(A:AjAny1)— 
igj 
4 (—1)7P(A1 Az - - : An Angi) 


ahonnan a tagok felcserélésével az állítást kapjuk. Mi 


I.1.5. Tétel: (Boole-egyenlőtlenség) 
Legyen (2, $,P) Kolmogorov-féle valószínűségi mező. Akkor minden 
Ai, Az, . . . , An € 5 esetén 


a) P (a) SZPTAJ, 
b.) P( 4) 21-DP(A4). 


Bizonyítás: 


ni 
a.) H4- Ai (Az VA) HF (As UA 42) Ft F(AR VR A): 
í—1 
Ez egy diszjunkt felbontás, és 
Az VA C Az — P(AZV A) £ P(A2), 
Az (Ai 4 42) C As 5 P(As5W(Ai 4 42)) £ P(A5) , 
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n—1 d, 
An N TACAZP (ANT 4) £ P(A,). 
í—1 1-1 
A valószínűség c—additivitása miatt: 
P(DAJ- PAJFPCGVAJ AP (A MAr 42) 
1-1 
Had n 
HP (A 4) S 2P(A. 
íz1 íz1 


b.) A De Morgan azonosságból: 
A; — II A; — I[ 4. 
(—1 í—1 





b 


zza § 
Így az a.) állítás eredményét is felhasználva: 


P(ÍT 4) -P(ba) -1-P(3 4) 21-DP(A). Mm 


1 


I.1.6. Tétel: (A valószínűség folytonossági tulajdonsága) 


a.) Ha Az, Az, . . . , An. . . . olyan események, hogy 


ALC ARC CALC CD AE lim Aa, 





akkor P(D" A;) — lim P(A,). 
(71 


n-oo 


b.) Ha Ar, Az, . . . , An, . . . olyan események, hogy 





A12 422: 34.22 [[458 Im a, 
38 n7aoo 


szi 


akkor P(J [42 — lim P(A,). 
napod 
szi 


Megjegyzés: A tétel elnevezése azért jogos, mert folytonos függvényeknél 
fennáll a f( lim rn) — lim f(rn) tulajdonság. 

Bizonyítás: 
a.) Legyen Ag — 0 és C; — A; V Aza (2 — 1,2,...). 

Ekkor C; : C; — 0, hai A j, mert 

(A VA: 1) " (Az V4j-1) — A(A; : Az 1)4j-1— 0, hai 7 J. 


11 sek 
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1-1 1-1 1—1 metöátssj 


— lim X(P (A) — P(4Ar.1)) — lim (P (Av) — P (4o)) — lim P (A). 


ÚOG jeg 





b.) Legyen B; — A;, akkor E Ha va0 rt fga St 225 8k 


Mivel 5 Boz - [4 ezért B - ei II: tehát alkalmazva az a.) 





jei SONT 
eredményét 
PO Bje im P(B,) — lim(1— P(A,))—1— lim P(A,), 
1— Bea n-aoo naos 


PIA P(S B) — Tim P(A,). 


2 n7oo 


I.2. Példák valószínűségi mezőkre 


I.2.1. Példa: A klasszikus valószínűségi mező, a diszkrét egyenletes elos- 
zlás 
Ekkor az eseménytér véges elemszámú elemi esemény halmaza: 


2 — f[w1, wa, . . . ,wn kh. az S eseményalgebra 2 összes részhalmazainak rend- 
szere, és mindegyik elemi esemény bekövetkezésének egyforma a valószínű- 
sége: P((wi)) — P(Xwa)) — : :: — P(fwa)). Mivel az összes elemi események 


rendszere teljes eseményrendszert alkot, ezért Il — P(A) — PO" (w:)) — 
(71 


n.-P(ian) 7 p7-P(wh—-t Vi-re. 

Így, ha A tetszőleges esemény, akkor P(A) — 3 P(Íwvh)—- 331 — 

wE A wE A 

a ahol k4 az A esemény számossága. Vagyis az események valószínűsége 
ilyenkor úgy számítható, hogy az esemény bekövetkezése szempontjából ked- 
vező elemi események számát osztjuk a kísérlettel kapcsolatos összes elemi 
események számával. 

Klasszikus valószínűségi mezővel modellezhető a kockadobás, a pénzfel- 
dobás, a rulettezés, a kártyahúzás, a lottóhúzás, a totótippelés stb. 


I.2.2. Példa: Geometriai valószínűségi mező 
Alkosson a £ véletlen kísérlet elemi eseményeinek halmaza egy véges mértékű 
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geometriai alakzatot. Ilyenkor az eseményrendszer a geometriai alakzat mér- 
hető részhalmazait jelenti, és az A esemény valószínűségét a P(A) — reg) 
módon számítjuk, ahol 4 a geometriai tér mértékét jelöli. Ha pl. 2 inter- 
vallum, akkor hosszmérték, ha síkidom, akkor területmérték, ha test, akkor 
térfogatmérték stb. 

Például, ha z és y két véletlenül választott 0 és 1 közé eső szám, akkor 
mennyi annak a valószínűsége, hogy T ty 1 és ry c 0,16 lesz? 

0 most az egységnégyzet lesz, az kérdéses esemény pedig az alábbi ábrán 
besatírozott területnek felel meg: 


02 08 1 


0.8 
A besatírozott terület nagysága: ( dr -0,2 — 042. 


02 


I.3.  Kísérletsorozat, az események relatív gya- 
korisága 


I.3.1. Definíció: Tekintsünk egy £ véletlen kísérletet, és jelölje R, azt 
a kísérletet, amely a  n-szeres azonos körülmények közötti ismételt végre- 
hajtásából áll. R-t egy n-szereskisérlelsorozatnak nevezzük. 


I.3.1. Példa: Amikor tízszer dobunk egy szabályos játékkockával, a koc- 
kadobáshoz tartozó tízszeres kisérletsorozatról van szó. A lottóhúzások soro- 
zata több mint harminc éven át tartó kisérletsorozatként is felfogható, így az 
n kísérletszámra igaz az n 5 1500. Ultizásnál minden játék előtt az osztásnál 
végrehajtjuk az I.1.1/b.) példában említett R kísérletet, azaz itt is kisérlet- 
sorozatról van szó. 


I.3.2. Definíció: Ha egy n-szeres kísérletsorozatban az A esemény ka 
-szor következett be, akkor ka az A esemény gyakorisága, rn( A) — Fa pedig 
a relatív gyakorisága. 
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Megjegyzés: Nyilvánvaló, hogy mind a gyakoriság, mind a relatív gyako- 
riság konkrét értéke függ a véletlentől. A relatív gyakoriság rendelkezik az 
alábbi tulajdonságokkal: 


1.3.1. Tétel: Egy adott n-szeres kísérletsorozatnál 
a.) ra: $— [0.1], 


b.) r(A)—1, 


c.) Ha Ai, Az, . . . , An, . . . egymást kizáró események, akkor r,( 9" A;) — JÓ rn( A;). 
1-1 í—1 

Megjegyzés: Az előző tétel azt állítja, hogy a relatív gyakoriság ren- 
delkezik a valószínűség tulajdonságaival. Később látni fogjuk azt is, hogy 
n növekedtével r, (A) — P(A) is fennáll. (Nagy számok Bernoulli-féle tör- 
vénye). Ezt a törvényszerűséget először tapasztalati úton fedezték fel a 
XVII. században, mikor megfigyelték, hogy a relatív gyakoriság egyre kisebb 
mértékben ingadozik egy 0 és 1 közé eső szám körül. A klasszikus matema- 
tikusok éppen ez alapján definiálták az események elméleti valószínűségét: 
az az érték, amely körül a relatív gyakoriság ingadozik. A relatív gyakoriság 
tehát alkalmas a valószínűség — mint fizikai mennyiség — mérésére. 

Kolmogorov az axiómáiban a relatív gyakoriság a.)-c.) tulajdonságait 
örökítette át a valószínűségre, minthogy a határátmenet ezeket a tulajdon- 
ságokat megtartja. 





I.4. A feltételes valószínűség és az események 
függetlensége 


A A véletlen kísérlet elemi eseményei számunkra véletlenszerűen következnek 
be, mégpedig azért, mert a végeredményt befolyásoló körülmények bonyolult 
komplexumát nem ismerjük pontosan. Viszont ismerjük az egyes események, 
elemi események bekövetkezési esélyeit — a valószínűséget —, vagy legalábbis 
etszőleges pontossággal mérhetjük őket. Ha viszont az A esemény bekö- 
vetkezési körülményeiről további információkat szerzünk be, vagy bizonyos 
pontosító feltételezéssel élünk, megváltozhat az A bekövetkezési esélye, nőhet 
is, de csökkenhet is. Pl. a kockadobás kísérletnél, a 6-os dobás esemény való- 
színűsége 0, ha tudjuk, hogy a dobott érték páratlan szám, és -, ha tudjuk, 
hogy a dobott érték páros volt. 


1 
33 
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Hogyan változik (változna) az A esemény valószínűsége, ha az A-val 
egyidejűleg megfigyelhető B esemény bekövetkezését ismerjük (ismernénk)? 
Tegyük fel, hogy a £ kísérlettel végrehajtottunk egy n hosszúságú kisérlet- 
sorozatot. Az A eseményt £4 -szor, a B eseményt kg -szer, az AB eseményt 
pedig kap -szer figyeltük meg. Ekkor a B esemény bekövetkezéséhez képest 
az A esemény bekövetkezésének relatív gyakorisága nyilván r.(AIB) — E, 
melyet az A eseménynek a B eseményre vonatkoztatott relatív gyakoriságá- 
nak nevezünk. Ez az arány az A bekövetkezési esélyeit pontosabban tükrözi, 
ha a B bekövetkezéséről biztos tudomásunk van, mint az r,(4A) — 1 


A feltételes relatív gyakoriság tulajdonságai nyilván: 





a.) 0 Cr.(AIB) £ 1, 
b.) r(BIB) — I, 
c.) Ha Ai, Az, . . . , An, . . . € $ egymást kizáró események, akkor 


ra(S A;1B) — Xra(AilB) . 


S § 


k 
Az ra(AIB) — SE sz ezi sz me átírás után, han 6 oo, kapjuk, hogy 





P(AB 
ra(AlByo 5 


I.4.1. Definíció: Legyenek A, B € $ olyan események, hogy A tetsző- 
leges és P(B) 5 0. Akkor az A eseménynek a B-re vonatkoztatott feltételes 
valószínűségén a P(AIB) — ET számot értjük. 

I.4.1. Tétel: Tekintsük az (2, $, P) Kolmogorov-féle valószínűségi me- 
zőt. B E $,P(B) 5 0 rögzített. 

Ekkor a Pp( A) -— P(AIB) feltételes valószínűségre teljesülnek az alábbi 
tulajdonságok: 


a) 0 CPp(A) £1 (VA c53), 
b.) Pp(B)— 1 , Pp(0) —0, 





c. V Ar, Az...) An; d sa 
Pp(3 4) — E Ps(AJ. 


isk 


Bizonyítás: 


I.4 A FELTÉTELES VALÓSZÍNŰSÉG ÉS AZ ESEMÉNYEK FÜGGETLENSÉGE 21 


a.) Mivel AB C B, ezért P(AB) £ P( B), tehát következik az állítás. 


b.) B-B — B miatt Pp(B) — 557 — 1 és B.0 — 0, tehát Pp(0) — 55 — 0. 


c.) Mivel az Az, Az, . . . , An, . . . eseeményrendszer egymást kizáró események- 
ből áll, ezért Az : B, A2 : B, . . . , An" B. . . . is egymást kizáró eseményekből 


álló rendszer, így a valószínűség c-additivitási tulajdonságából: P(3"(A;B)) — 


7-1 
2 P(A:B). Mindkét oldalt osztva P(.B)-vel már adódik az állítás. Hi 
í—1 
Megjegyzés: 


a.) Az előző tétel azt állítja, hogy ha B-t rögzítjük, és $8 — (C:C— A-B, AeS), 
akkor a (B, $2, Ps) kielégíti a Kolmogorov valószínűségi mező axiómáit. 


b.) Vannak A, B események, amelyekre P(AIB) — P(A) teljesül, azaz A va- 
lószínűsége nem változik meg, ha a B esemény bekövetkezését ismerjük; 
az A valószínűsége független a B bekövetkezésétől. 


I.4.2. Definíció: Legyenek A, B € $ teszőleges események. Az A és B 
események függetlenek, ha P(AB) — P(A)P(B) fennáll. 


Megjegyzés: 


a.) Ha az A, B € $ események függetlenek és P(AJP(B) 5 0, akkor P(A]B) — 
P(A) és P(BIA) — P(B) is fennáll, vagyis az egyik esemény bekövetke- 
zésének ismerete, nem befolyásolja a másik esemény valószínűségét. 


b.) Nem szabad összekeverni az egymást kizáró események és a független es- 
emények fogalmait! Ha két esemény egymást kizárja, azaz AB — (, akkor 
az egyik bekövetkezése igencsak meghatározza a másik bekövetkezését: 
ha pl. A bekövetkezik, akkor B biztosan nem következik be. Függet- 
len események esetén, ha az egyik esemény bekövetkezését ismerjük, nem 
változik meg a másik bekövetkezési valószínűsége. 


c.) Az események függetlenségének a fogalma különbözik a fizikai értelemben 
vett függetlenség fogalmától is. A fizikai függetlenség azt jelenti, hogy 
az okozat nem következménye az oknak, tehát itt a függetlenség nem 
szimmetrikus. 
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I.4.2. Tétel: Ha az A, B € $ események függetlenek, akkor 


is függetlenek. 









































Bizonyítás: 

a.) P(AB) 4 P(AB) — P(A) P(AB) — P(4A) — P(AB) — 
P(A)— P(AJP(B)— R(AX(1— P(B)) — P(AJP(B 
a A,B függetlenek. 

b.) P(AB) 4 P(AB) — P(B) P(AB) — P(BB) — P(AB) — 
P(B) — P(AJP(B) — P(B(I — P(4)) — P(B)P(A 
a B,A függetlenek. 

c.) P(AB) 3 P(AB) — P(B) P(AB) — P(B) — P(AB) — 
P(B) — P(A P(B) — P(B I — P(4)) — P(BJP(A 
a B,A függetlenek. Mi 








I.4.3. Tétel: Az ( és 0 események minden A € $ eseménytől függetle- 
nek. 








0 — OP(4) — P(VJP(A) — 0 és A függetle- 


Bizonyítás: P()4) — P()) 
)— 1-P(A) — P(O)P(4A) — 2 és A függetlenek. MI 


nek. P(N A) — P(A 


I.4.3. Definíció: Az Az, Az, . . . , An € $ események páronként függetle- 
nek, ha P(A; : Aj) — P(A)  P(AD) (V i 4 J). 


I.4.4. Definíció: Az Az, Az, . . . , An € $ események teljesen függetlenek, 
hav ke (2,3,... nhésV.I Ca is a iz a ::: a ix Ca n indexkombinációra 
P(A;. A; já Ai) ec P(A)P(A;,) kát P(A;,). 


I.4.4. Tétel: Ha az Az, Az, . . ., An € S események teljesen függetlenek, 
akkor páronként is függetlenek. Fordítva általában nem igaz. 
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Bizonyítás: 
Az I.4.4 definícióban, amikor k — 2, éppen az I.4.3 definíciót kapjuk. 
A megfordításra ellenpélda: 
A : Dobjunk egy szabályos kockával egymás után kétszer. 
A: ,elsőre páratlant dobunk"; B: , másodikra páratlant dobunk"; 
C: ,a két dobott szám összege páratlan". 
P(A) — P(B) — P(C) — Z , P(AB) — P(AC) — P(BC) — 5-6 4 BC 
páronként függetlenek. 
De! P(ABC) — 0 £ P(AJP(B)P(C) — z, azaz teljesen nem függetlenek 
A ,BésC. MH 


I.4.5. Tétel: Ha az Az, Az, . . . , Aa € S események teljesen függetlenek, 
akkor közülük bármelyiket az ellentett eseményére felcserélve, újra teljesen 
független rendszert kapunk. 


Bizonyítás: 

Cseréljük fel pl. A1-et A1-gyel. Ekkor a teljesen függetlenség feltételrendsze- 
rében csak azokat az összefüggéseket kell ellenőrizni, amelyekben Az szere- 
pelt. Legyen egy ilyen pl. P(Ar - Az, : : :: Az), ahol 1 — iz — -: cik 2 n. 
Kihasználva, hogy az eredeti rendszer teljesen független volt: 

P(ArAz tr Ar) — P(ADP(Ar) e P(Ag) — P(AD-P(Ar Ait An), 
azaz Ai független a A; A;, : : : : " Az, szorzateseménytől, így a I.4.2 tétel miatt 
Au is az. De ekkor 
P(A: A; s tos] Izz P(A: :"P(A Ai öz 2) — P(AJP(A,) KENKEY hi PA 


azaz teljesül Az -re is a teljesen függetlenséghez szükséges felbomlás. HI 





I.4.6. Tétel: (Szorzási szabály) 
Legyenek az Ay, Aa, . . . , An € 5 tetszőleges események úgy, hogy 


P(I[4) 5 0. Ekkor 


17 


1 
P ( a) -P [4 
i—1 


Bizonyítás: 


MM 
jú 


P (4 ŰL) 





n—1 
II 4) P [do 
get 





MA) PéeládP 9, 


m-a 
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P(Arlán) — Fe. 


Látható, hogy összeszorzás és egyszerűsítés után az állítást kapjuk. 


I.4.7. Tétel: (A teljes valószínűség tétele) 
Alkosson A1, Aa, . . . , An, . . . € 5 teljes eseményrendszert, vagyis 


A: Aj — 0, (ii 7 J) és 2, A; — 0. Tegyük fel továbbá, hogy P(A;) 5 0 


51. 
minden 1-re. Ekkor tetszőleges B € $ eseményre P(B) — 55 P(BIA)JP(A;) . 
7-1 
Bizonyítás; 
Mivel $.41— 0 és B — B-A—B. H4- X(4B), 
valamint (4, B) : (A;B) — 0, a valószínűség G- addítivitási tulajdonságából 
következik, hogy P( B) — PS A;B) — 57 P(A:B) — 5 P(BIA)P(A;) . B 
í—1 


I.4.8. Tétel: (Bayecs JELE 
Alkosson Ay, Aa, . . . , An, . . . € 5 teljes eeményrendszert, vagyis 


A;:AP— 0. (i2j)és É a — 0. Tegyük fel továbbá, hogy P(A;) 5 0 


minden 3-re. Ekkor tetszőleges B € $ eseményre, ahol P(B) 5 0, 
P(A;1B) — P(BIADJP(A) 


X P(BIAJP(45) 
J-1 
Bizonyítás: 
A feltételes valószínűség definíciójából: P(A;]B) — Te A számláló he- 





lyébe P(BIA;) P(A;) -t írva, a nevező helyébe pedig a teljes valószínűség 
tételéből kapott formulát helyettesítve azonnal adódik az állítás. II 


I.5.  Kidolgozott feladatok és gyakorlatok 


I.5.1. Feladat: A próbagyártás során két szempontból vizsgálják a kész- 
termékeket. Az A esemény azt jelenti, hogy egy véletlenszerűen kiválasztott 
mintadarab anyaghibás, a B pedig az az esemény, hogy a kiválasztott gyárt- 
mány mérethibás. Tudjuk, hogy P(A) — 0,15, P(B) — 0.3 és P(AB) — 0,08. 
Mennyi annak a valószínűsége, hogy valamelyik termék hibátlan? 
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Megoldás:P (AB) 1-P(A- B)—1-—P(4)-P(B)-4P (AB) — 0, 63 





I.5.2. Feladat: Mennyi P (A I B) ha P(A) — 0, 6, P(B) — 0,5 és P(A- 
Bj-0,8? 


40 Tee — P(A)-P(AB) . P(AtB)—P(B) 
Megoldás:P (Al B) EISSTR sag — 0.6. 


I.5.3. Feladat: Egy fekete és fehér golyókat tartalmazó urnából kihú- 
zunk n db golyót. A;jelentse azt az eseményt, hogy az 1-ediknek kihúzott 
golyó fehér. (1 Ci £ n ). Fejezzük ki az A; események segítségével az alábbi 
eseményeket: 

: Mindegyik golyó fehér", 

: , Legalább egy golyó fehér", 

: Pontosan egy golyó fehér", 

: , Mindegyik golyó ugyanolyan színű". 


gamma 


Megoldás: 
A — Ar Az: An, 
B—- Ait Azt: An, 
c - ba A; [I Aj, 
ízi  igj 
D- IT A:4I[ 4. 


1 


si 


szi 1: 


1.5.4. Feladat: Bizonyítsa be, hogy tetszőleges A, B eseményekre 
(CP (AB)? 4 (P (ABJJ? a (P (ADJ)? - (P (AB)? 2 0251 








Megoldás: P(AB)tP (AB) --P(AB)4-P (AB) — 1. Legyen P(AB) — 
-.0,25,P (AB) — y-0,25,P (AB) — 24025, P(AB) — v 4 0,25. Mivel 
kv —0 5 (z-4 0.25) (y 4 0,25)? - (z 3 0,25)? -k (w - 0,25)? — 

by v2i EE 4.0,25 2 025. 











Hé B 
se 
[3 


1I.5.5. Feladat: Ketten sakkoznak. Az A esemény akkor következik be, 
ha a világossal játszó nyer, a B esemény akkor, ha a sötéttel játszó másik, 
reminél pedig a C esemény következik be. Fogalmazzuk meg szavakban, mit 
jelentenek az alábbi események: 


a. AB-t AB, 
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b. AB 


új 


c. A3C? 


Megoldás: a. és b. a C eseményt jelenti, c. B azaz nem a sötéttel játszó 
játékos nyer. 


I.5.6. Feladat: Egy céltábla tíz koncentrikus körből áll, és a sugarakra 
fennáll az Ri c Ra c ::: c Rio reláció. Ax azt az eseményt jelenti, hogy egy 
lövés az Rk sugarú körbe esik. Fogalmazzuk meg szavakban, mit jelentenek 
az alábbi események: B — A1-kAs3- As, C — A2A1AsAsg, D — ( Ai 43) Ae! 





Megoldás: B — Ag, C — Az, D — Az. 


I.5.7. Feladat: Tegyük fel, hogy A, B ; valószínűségű események. Mu- 
tassuk meg, hogy ekkor P(AB)— P(A.B)! 


Megoldás: 
A:-B-A3B—- P(A1B)—-P(A) 1 P(B)-P(AB)—-1—-P(AB) 
P(A3B)—1—P(A3B)—1—P(AB) — állítás. 








I.5.8. Feladat: Bizonyítsa be, hogy P(AB - AB) — P(A) 4 P(B) — 
2P (AD)! 


Megoldás: P(AB- AB) - P(AB) 4 P(AB) -— P(4) — P(AB) - 
P(B)—P(AB). 





I.5.9. Feladat: Ha az A és B események közül az egyik feltétlenül bekö- 
vetkezik, P(AI B) — $.P(B I 4) — §, mennyi a P(A) és P(B) valószínű- 
ség? 

Megoldás: P(A4 B)—1,P(AB) — 5 
1 — P(4A71- B) — P(A)3P(B)-P(AB) 
azaz P(A)—f és P(B)— 3 


7 


(B) — 3P(A), így 
(A) 4-0, 5P(A) 3P(A) kez ZP(A), 


6 


P 
P 








I.5.10. Feladat: Legyen P(A)— 3,P(AI B)— 3.P(B 1 4) — 3. Hatá- 
rozza meg a P(A- B) és P(A I B) valószínűségeket! 


Megoldás: P(AB) — P(AJP(BIA) — 2/9,P(B) — P(AB)/P(AIB) — 


1/3, így P(A4 B) —2/341/3—2/9 — 7/9. . P(A I B) — P(AB)/P(B) — 
(1—P(A4 B))/(1—P(B)) — 5. 


Éj 
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I.5.11. Feladat: (De Méré lovag feladványa) 
Melyik eseménynek nagyobb a valószínűsége: hogy ,egy kockával négyszer 
dobva legalább egyszer hatost dobunk" (A), vagy annak, hogy , két kockával 
huszonnégyszer dobva legalább egyszer két hatosunk lesz" ( B)? 


Megoldás: Két különböző valószínűségi mezőről van szó. Az elsőben 
egy szabályos kockával négyszer dobunk. Az összes elemi események száma 
n —6t. 

A vizsgált A esemény ellentettje az az esemény, hogy , egyszer sem dobunk 
hatost". Ilyen eset összesen 5! lehet, vagyis az ellentett esemény valószínű- 
sége: P (A) — (5)". Így az A esemény valószínűsége: 1 — 6) A 0 5177472. 
A második vizsgált esemény egy egészen más kísérlethez és eseménytérhez 
tartozik. Most a véletlen kísérlet az, hogy két szabályos kockával dobunk 24- 
szer. Az összes elemi esemény most sokkal több: 362t. A második esemény 
ellentettje most az, hogy ,a dobássorozatban egyszer sem dobunk duplán 
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hatost". Ennek a valószínűsége (3). A második esemény valószínűsége így 


P(B)—1— (eőjés Az 0,4914049. . . Látható, hogy az A esemény valószínűsége 
a nagyobb. 

Megjegyzés: A feladatot De Méré lovag adta fel Blaise Pascal francia 
matematikusnak, aki ezen feladat kapcsán elkezdett vizsgálódásai nyomán 
jutott el a valószínűségszámítás első komoly eredményeihez. A feladatban 
egyébként első pillantásra az tűnik fel, hogy mindkét esemény esetében a 
dobások számának és a lehetséges kimenetelek számának aránya azonos: A- 
nál 4 : 6, a B-nél 24 : 36. 


I.5.12. Feladat: Egy urnából, ahol fehér és fekete golyók vannak, vélet- 
lenszerűen kiveszünk visszatevéssel két golyót. Bizonyítsuk be, hogy annak a 
valószínűsége, hogy a golyók ugyanolyan színűek, nem lehet kisebb mint 0.5. 


Megoldás: Legyen a fehér golyók száma n, a feketékém (n,m 2 1). Ekkor 
a véletlen kísérlet elemi eseményeinek száma (nm)? , a kedvező eseteké 
pedig n? -k m?. A keresett valószínűség: p — mzrm Mivel (n — my? 20-56 


(rt) 
2n? 3 2m? 3 n32nmim op: 05. 


I.5.13. Feladat: (Pólya-féle urnamodeli) 
Egy urna r darab fekete és s darab fehér golyót tartalmaz. Véletlenszerűen 
kihúzunk egy golyót. A kihúzott golyót és még plusz c darab ugyanolyan 





színű golyót visszateszünk az urnába. Mennyi a valószínűsége annak, hogy 


28 I. FEJEZET A KOLMOGOROV-FÉLE VALÓSZÍNŰSÉGI MEZŐ 


az n-edik húzás után a-szor húztuk ki a fekete, és b-szer a fehér golyót? 


(atb—n). 


Megoldás: Pl. annak az eseménynek a valószínűsége, hogy az első a 


húzáskor mindig fekete és az utolsó b húzáskor pedig csupa fehér golyót fo- 
r(r-o(rt2o)(r-H30)---(rt(a—1) e) s(s-4o) (s-42c) (5-4 (b— 12 
gunk húzni: Ár-t5)(rts-4e)(r-s-H2c)(rt5-H30)-- -(r4s-H(n-1)e) 
De minden más olyan húzássorozatnak, ahol a-szor húztuk ki a fekete, és 
b-szer a fehér golyót is ugyanekkora a valószínűsége. A különböző kimenetelek 


száma 6 így a keresett valószínűség: 
TEJE :(r-H(a—1) o) s(s-He) (s-42c) -:(5--(b— 12 
a (r-s)(rtsto)(rts-t2c)(rts-t3c)--(r-st(n—1)c) 








I.5.14. Feladat: Ha egy szabályos pénzérmét n-szer feldobunk, mennyi 
a valószínűsége, hogy k-val többször fogunk fejet kapni, mint írást? 
(0£kán). 


Megoldás: Ha a fejdobások számát f, az írásokét : jelöli, fenn kell állnia, 
hogy fi —n és f—i — k. Innen következik, hogy 2f— ni kés 21—n-—-k, 
vagyis n és k paritásának meg kell egyeznie. Annak valószínűsége, hogy egy 

1 n 


n hosszúságú dobássorozatban éppen f fejet dobunk ő (3 Ez (zi) (3 B 


Ugyanis, minden n hosszúságú sorozat egyformán (3) valószínűségű, és ezek 
között () olyan különböző dobássorozat lehet, ahol a fejek száma éppen f 
(kedvező esetek). 


I.5.15. Feladat: Egy minden oldalán befestett fakockát a lapokkal pár- 
huzamos síkokban 1000 azonos méretű kis kockára fűrészelnek szét. A kapott 
kis kockákból véletlenszerűen kiválasztunk egyet. Mennyi a valószínűsége, 
hogy a kockának éppen k oldala festett? (0 € k £ 3). 


Megoldás: Összes eset n — 1000. Kedvező esetek k — 0-nál 8? ( a belső 8x 
8 x 8 kisnégyzetben lévő mindegyik részkocka jó), k — 1-nél 6 - 64 (mindegyik 
lapon a belső 8 x 8-as négyzethez tartozóan), k — 2-nél 12 :- 8 (minden élen 
van 8 ilyen kocka) és végül k — 3-nál 8 (a csúcsok nál lehet ilyen eset). 


I.5.16. Feladat: Egy kalapban az angol ABC 26 betűje van. Visszat- 
evéssel 11-szer húzva, a kihúzott betűket sorban egy papírra felírva, mennyi 
a valószínűsége, hogy a kapott szóból legfeljebb két betűt felcserélve éppen a 
STATISZTIKA szó jön ki? 
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Megoldás: Az összes eset n — 26", kedvező esetek száma k — 1 -- (5) úti 


6) —3() — 50 (az azonos betűk egymás közti cseréit le kell vonni). 


I.5.17. Feladat: Egy szabályos érmével n-szer dobva, mennyi a valószí- 
nűsége, hogy a fejdobások száma páratlan lesz? 


Megoldás: A valószínűség éppen 0,5. Ugyanis, ha tekintünk egy olyan 
sorozatot, amelyben a fejek száma páratlan, akkor ha az első dobást kicse- 
rélnénk az ellenkezőjére, olyan sorozatot kapunk, melyben a fejek száma már 
páros lesz. Azaz a páros és a páratlan fejdobásos sorozatok között kölcsönösen 
egy-egyértelmű leképezés hozható létre, vagyis mindegyikük ugyanolyan va- 
lószínű. 





I.5.18. Feladat: Egy szabályos érmével n-szer dobva, mennyi a valószí- 
nűsége, hogy 


a. először az n-edikre jön fej? 
b. ugyanannyi fejet dobunk, mint írást? 
c. pontosan két fejet dobunk? 


d. legalább két fejet dobunk? 


1yn 4 5 
2 3) , ha n páros, c: 


6. (29d: 1— (30 —m (2 


I.5.19. Feladat: Egy kalapban három cédula van, amelyekre az 1,2,3 
számjegyek vannak felírva. Véletlenszerűen egyesével kihúzzuk a cédulákat. 
Mennyi a valószínűsége annak, hogy a húzáskor lesz olyan cédula, amelyikre 
éppen az a szám van felírva, ahányadikként kihúztuk azt? 


Megoldás: a: (gp) b: 0, ha n páratlan és (2) ( 


Megoldás: Az összes eset n — 3! — 6. Ezek között a nem kedvező eset 
csak kettő van: 2,3,1 és 3, 1,2. A keresett valószínűség: 2/3. 


1.5.20. Feladat: Feldobunk három szabályos pénzérmét. Mennyi a va- 
lószínűsége az A, B, C eseményeknek, ahol A: ,legalább két érmével fejet 
dobunk", B: pontosan két érmével fejet dobunk", C: , legfeljebb két érmével 
fejet dobunk"? 
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Megoldás: 
P(A) — P(.vagy kettő, vagy három fejet dobunk") -(( ) A (5 ) gy ti 
P(B)-() ny — 2, P(C) — P(.nem három fejet dobunk") — 


1 — P( három fejet dobunk") — 1 — (27 SZ 


I.5.21. Feladat: A 90/5 lottóhúzás előtt mennyi a valószínűsége, hogy 
k—1,2,3,4,5 találatunk lesz? 


Megoldás: Az összes lehetsége lottóhúzások száma n — (5) — 43949268, 
a kedvező esetek száma 

k— 1 találatnál: ő (7). 
k- 2nél (69, 
k — 3-mál (JC), 

k — Ant (5) CB), 

és végül k — 5-nél [64 (5) ed 





I.5.22. Feladat: Egy urnában fehér és fekete golyók vannak, melyeket 
egymás után visszatevés nélkül kihúzunk. Az A vagy a B eseménynek nagyobb-e 
a valószínűsége, ahol A: ,az első golyó fehér", és B: ,az utolsó golyó fehér"? 


Megoldás: Ha N a golyók száma, ebből K" a fehéreké, akkor 

K(N—1)(N—2)--A C 2 N—1)(W—2)--1-K § 

P (A) — EE — E és P(B) - ESZE — E, 
esemény ugyanolyan valószínűségű. 


azaz a két 


I.5.23. Feladat: Ha n egyforma ládába elhelyezünk n egyforma golyót 
úgy, hogy bármely ládába ugyanolyan valószínűséggel tesszük bármelyik go- 
lyót, mennyi a valószínűsége annak, hogy mindegyik ládában lesz golyó? 


Megoldás: Összes eset n" , a kedvező esetek száma pedig: n!. 


I.5.24. Feladat: Egy csomag 52 lapos francia kártyából 13 lapot talá- 
lomra visszatevés nélkül kihúzunk. Mennyi a valószínűsége annak, hogy 





a. a treff király a kihúzott lapok között lesz? 


b. pontosan két treff lesz a leosztott lapok közt? 











c. a treff király és a treff ász a kihúzott lapok közt van? 


d. van treff a leosztott lapok között? 
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Megoldás: a: Ha) jep Ka c: (4) d: 1 — RHB 
I.5.25. Feladat: Legalább hány szabályos pénzdarabot kell feldobni ah- 


hoz, hogy 909-nál nagyobb legyen a valószínűsége annak, hogy van közöttük 
fej? 


Megoldás: P (nem dobunk fejet"J—1—5209-6n2 4. 


I.5.26. Feladat: Egy szórakozott polgár elfelejtette bankkártyájának sze- 
mélyi azonosító (PIN) kódját, csak abban biztos, hogy a négy számjegy között 
volt pontosan két hármas, és az első jegy biztosan nem a nulla volt. Ha tíz 
másodpercenként beüt egy lehetséges variációt, akkor mennyi az esélye an- 
nak, hogy egy órán belül eltalálja a helyes azonosító számot? 


Megoldás: Az összes lehetséges variációk száma: 3-8:-9--3.92 — 459. Ennek 
beütéséhez szükséges idő: 4590 másodperc. Egy órában 3600 másodperc van, 
így a valószínűség: p — eri 30.71. 

1I.5.27. Feladat: Egy érmét n-szer feldobunk, a ,fej" valószínűsége p. 
Jelöljük p.-nel annak valószínűségét, hogy az n dobás során páros számú 
fejet dobtunk. Mennyi p,? 


Megoldás: 
Pa —(1—p)Pn-i 4P(1 — nr), Po 71. 
Pa — Pn-1(1—2p) 4 p— pa-2(1—2p) 3 p(1—2p) tp — 


n-1 ji 

—--p(1—2py apr 0—29—530 41 — 29). 
í7-0 

Ha az érme szabályos, p, — 0,5. 














I.5.28. Feladat: Ha az egységnégyzetben véletlenszerűen kiválasztunk 
egy P(x, y) pontot, akkor mennyi a valószínűsége, hogy az a téglalap, melynek 
az origó és P az ellentétes csúcsai olyan lesz, hogy a kerülete kisebb 2-nél, a 
területe pedig ugyanakkor kisebb lesz 0,16-nál? 


Megoldás: 8 most az egységnégyzet lesz, az kérdéses esemény pedig az 
ábrán besatírozott területnek felel meg: 
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02 08 1 


0.8 
A besatírozott terület nagysága: ( E da - 0,2 — 042. 


02 


I.5.29. Feladat: (A Buffon-tű probléma, 1777.) 
Egy szobában egymástól d távolságban párhuzamosan padlórések futnak. 
Leejtve egy s € d hosszúságú tűt, mekkora a valószínűsége, hogy a tű éppen 
egy padlórést fog metszeni? 


Megoldás: A tű helyzetét egyértelműen a felezőpontjának a felső padlórés- 
től vett y távolságával és a padlórések irányával bezárt aszögével jellemezzük. 
Azokkal a körülményekkel, hogy melyik két rés által meghatározott sávba 
esik a középpont, és hogy a párhuzamosokra merőleges faltól milyen messze 
van a középpont nem foglalkozunk, mert a ,tű metszi a padlórést" esemény 
bekövetkezésére ezek nincsenek hatással. j 


1 





NyilványO £yCxCdés0 ac r. A tű leejtése után y és a egyértelműen 
meghatározható, vagyis a véletlen kísérlet elemi eseményei azon (y, a) pont- 
párok, melyek elemei a [0, d] és [0, r] intervallumok által meghatározott tég- 
lalapnak. (Ez a téglalap az 2 eseménytér). Metszés egyszerre csak egy 
padlórésnél következhet be, mert s c d. A metszés csak akkor következhet 
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be, ha0 £ y £ Ssina, vagy ha (d—y) £ ssina teljesül. A feltételeknek 
megfelelő (y, a) pontpárok tartományát az alábbi ábrán besatíroztuk: 
s . 
yt d - 5 sin 4 
d 


s - 
—sin €£ 
2 





n 
he d 


A sötétített terület nagysága T — 2 f fsinada — s[-cosaly — 25 a 
o 
églalap területe pedig dr. 


Így a keresett valószínűség: P (,a tű metszi a padlórést") — 5 


dx" 

Megjegyzés: Mivel a valószínűség kapcsolatos 7r-vel, lehetőség van sta- 
isztikus eszközökkel a mr becslésére. Ha nagyon sokszor végrehajtjuk a vé- 
etlen kísérletet, és számoljuk a metszések bekövetkezését, azaz a vizsgált 
esemény gyakoriságát , akkor ezt a kísérletek számával elosztva (relatív gyako- 
riság) a fenti valószínűséget jól lehet közelíteni. Ebből r-t kifejezve kapjuk a 
közelítést. 1885-ben Stephan Smith angol matematikus 3200-szer végrehajtva 
a kísérletet, x-re 3,1553 -t kapott. 





I.5.30. Feladat: Válasszunk ki egy pontot véletlenszerűen az egységné- 
gyzetben, melynek koordinátáit jelölje (a, b). Tekintve a p(r) — az? —2br--1 
polinomot, mekkora a valószínűsége annak, hogy a p(r) — 0 egyenletnek van 
valós gyöke? 


Megoldás: Egy polinomnak akkor van valós gyöke, ha a diszkriminánsa 
pozitív, azaz D — 4b? — 4a 2 0. Innen következik, hogy a véletlenszerű- 
en kiválasztott pont koordinátái között fenn kell állnia a b? 3 a relációnak. 
Ennek megfelelő tartományt az egységnégyzetben besötétítettük: 
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A besötétített tartomány területe megegyezik a keresett valószínűséggel, 
mivel az egységnégyzet területe 1. 


1 
Így P (van valós gyök") — f x2dr— 5. 
fi 


I.5.31. Feladat: Válasszunk ki egy pontot véletlenszerűen az egységné- 
gyzetben, melynek koordinátáit jelölje (a, b). Mekkora a valószínűsége annak, 
hogy a pont közelebb van a négyzet egy oldalához, mint egy átlójához? 


Megoldás: Egymást metsző egyenesektől egyenlő távolságra fekvő pontok 
mértani helye az egyenesek szögének felező egyenese. Az oldalegyenesek és 
az átló egyeneseinek szögfelezői az oldalegyenesekkel 22,57-os szöget zárnak 
be. A vizsgált esemény pontjai ezért az oldalak és a szögfelezők által határolt 


tartományba esnek: 
j 
[ddocA 


Az ábrán jelölt magasságvonal m — 3tg 22.57. A besötétített terület most 
is a keresett valószínűséggel egyezik meg: 


P (,a pont közelebb van az oldalhoz") — T a tg 225" — V2— 1. 








I.5.32. Feladat: Az egységintervallumban véletlenszerűen kijelölve két 
pontot, mekkora a valószínűsége, hogy a keletkező három szakaszból három- 
szög szerkeszthető? 
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Megoldás: Jelöljük a két pontnak a 0-tól vett távolságait rendre r-el és 
y-nal. Az (z,y) pár ilyenkor egy pontot határoz meg az egységnégyzetben, 
ami tehát most is a véletlen kísérlethez tartozó (? eseménytér. A háromszög 
szerkesztéséhez a keletkező három szakasz a, b, c hosszainak ki kell elégítenie 
egyidejűleg az a-tb c, atc £ bés b3 c £ a egyenlőtlenségeket. Az 
r a y esetben a három szakasz aza — rb—y—résc—1—y. Így a 
háromszög szerkeszthetősége az alábbi egyenlőtlenségek egyidejű fennállását 
követeli meg z, 1-tól: 





a—-x b-y-x c-1-y 


o 

Ld 
tl 
— 





14(y—2)21-y y 2 0.5, 
23(1—y2y-—z y£ 2105, 
(y—2)t(1—y ez z 2 0,5. 


Az y 2 2 esetben a fenti egyenlőtlenségeknek a x 2 0,5, 1—05 C yésy c 
0.5 rendszer fog megfelelni. A két kritériumrendszerhez tartozó tartományt 
besötétítettük az egységnégyzetben: 











Így a keresett valószínűség 0.25 lesz. 


I.5.33. Feladat: Egy szobában egymástól d távolságban párhuzamosan 
padlórések futnak. Leejtve egy s c d átmérőjű pénzdarabot, mennyi a va- 
lószínűsége, hogy a pénz éppen egy padlódeszka belsejébe esik, azaz nem 
metszi a padlórést? 
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s 


at i 1 
Megoldás: A pénz középpontjának s/2-nél nagyobb távolságra kell lennie 
mindkét padlóréstől, így a valószínűség p— 1 — s/d. 





I.5.34. Feladat: Egy d — 10 cm oldalhosszúságú négyzetrácsos padló- 
zatra leejtünk egy s — 3 cm átmérőjű pénzdarabot. 


a. Mennyi a valószínűsége, hogy a pénz teljes terjedelmével egy négyzet belse- 
jébe fog esni? 


b. Mennyi a valószínűsége, hogy hússzor végrehajtva a kísérletet, az esemény 
éppen ötször következik be? 


Megoldás: a. Ahhoz, hogy a pénzdarab benne legyen a négyzetben, 
a pénz középpontjának a belső 7 cm oldalhosszúságú négyzetbe kell esnie, 
így a valószínűség p — 0,49. b. Az előző p valószínűséggel: (Pp [6 — pp)" 
képlettel számolhatjuk ki. 


I.5.35. Feladat: Egy d — 10 cm oldalhosszúságú négyzetrácsos padló- 
zatra leejtünk egy s — 3 cm hosszú tűt. Mennyi a valószínűsége, hogy a tű 
eljes egészében egy négyzet belsejébe kerül? 





Megoldás: A keresett valószínűség p — 1 — . Ha A azt az eseményt 
jelenti, hogy a tű a vízszintes oldalt metszi, B pedig azt, hogy a tű függőleges 
oldalt keresztez, akkor meghatározandó a P(A -- B) valószínűség. Poincare 
ételéből: P(A 4 B) — P(A) - P(B) — P(AB). A Butffon-tű problémánál 
áttuk, hogy P(A) — P(B) — £ Az AB szorzatesemény valószínűsége 


4sd—s? 
dx 


ro $sina 5]lcosal 


P(AB) — 5 J J J drdyda — ke . A képletben z és y a tű közép- 


pontjának koordinátái, a 5 Bódis atű pisgehelébet a vízszintessel bezárt szöge. 
A P(AB) valószínűség a két oldalt egyszerre metsző tűelhelyezkedésekhez 
artozó (T,y,a) pontok alkotta térrész térfogatának és a d x d x x hasáb 
érfogatának aránya. 
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1I.5.36. Feladat: Egy a— I, b— 2 oldalhosszúságú téglalapon kiválasz- 
tunk egy pontot. Mennyi a valószínűsége, hogy a pont közelebb van egy 
csúcshoz, mint a középponthoz? 


Megoldás: Két pont között egyenlő távolságra lévő pontok mértani helye 
a pontokat összekötő szakasz felező merőlegese. Így a keresett eseménynek 
megfelelő tartományt az alábbi ábrán besötétítéssel szemléltethetjük: 


A középső (fehér) alakzat két szimmetrikus trapézból áll. Mivel a trapé- 
zok középvonalai az átlók meghatározta háromszög középvonalával egyeznek 
meg, a hosszuk 1. A trapéz magasság 0,5. Így a fehér alakzat területe éppen 
1 lesz. Ezért a besötétített alakzat területe is 1, így a keresett valószínűség 
0,5. 


I.5.37. Feladat: Ketten megbeszélik, hogy 10 és II óra között egy meg- 
határozott helyen találkoznak. Megállapodás szerint, aki korábban érkezik 
20 percet vár a másikra, és csak azután távozik. Mennyi a találkozás való- 
színűsége, ha mindketten véletlenszerűen érkeznek? 


Megoldás: Jelölje z az egyik, y a másik ember véletlen megérkezésének 
idejét. Az (r,y) pár egy véletlen pontot határoz meg az egységnégyzetben. 
A találkozáshoz fenn kell állnia a Ilz—yI c ki relációnak, melyet kielégítő 
pontok besötétítve láthatók az alábbi ábrán: 


1 


3 


Az ábráról közvetlenül leolvasható, hogy a keresett valószínűség: 1 — Hi S 
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I.5.38. Feladat: Egy egységnyi hosszúságú szakaszon találomra válasz- 
tunk két pontot. Mennyi a valószínűsége annak, hogy ezek közelebb vannak 
egymáshoz, mint bármelyik végponthoz? 


Megoldás: A vizsgált eseményhez tartozó pontok (x,y) koordinátáira 
fennáll z c y esetben, hogyy—z €1—yésy— z c r. (Az y c z esetben 
ezek a kritériumok r—y €1— 2 és t—1 c y lennének.) Az egységnégyzeten 
bejelölve a relációknak eleget tevő pontok alkotta tartományt: 


05 


05 


Ezek alapján a keresett valószínűség: 5: 


I.5.39. Feladat: Egy ötemeletes házban az emeletek között 6 m távol- 
ság van, a földszint és az első emelet között 8 m. Ha a liftajtó 2 m, mennyi a 
valószínűsége annak, hogy a lift megakadásakor az ajtót teljes egészében fal 
takarja? 


Megoldás: A lift teljesen a fal mögötti takarásban van a földszinten 4 
m-en keresztül, az 1.,2.,3. és 4. emeleten 2-2 m-en át. A lift összútja 
8-44.-6- 2 — 34 m. Így a keresett valószínűség: p — Erő 


I.5.40. Feladat: Az ABCD egységnégyzeten véletlenszerűen kiválasztva 
egy pontot, mennyi a valószínűsége, hogy a pont közelebb lesz a négyzet 
középpontjához, mint az AB oldalhoz? 


Megoldás: Egy ponttól és egy egyenestől azonos távolságban fekvő pontok 
mértani helye a síkban a parabola. Így a négyzet pontjai közül azok lesznek 
a középponthoz közelebb, mint az alapon fekvő AB oldalhoz, amelyek felette 
vannak azon parabola vonalának, melynek a középpont a fókusza, és az AB 
vonala a direktrisze. Ha AB az x tengelyre esik, és az A pont éppen az 
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origó, akkor a parabola egyenlete: ty — (7 — 05) - 0,25. A keresett terület: 
1 
1— f ((z— 0,5)9-- 0.25) da — §. 


0 


I.5.41. Feladat: Egy egységnyi hosszú szakaszt eltörünk, majd a hossz- 
abbik részt újból eltörjük. Mennyi a valószínűsége, hogy a keletkező három 
szakaszból lehet háromszöget szerkeszteni? 


Megoldás: Jelölje az első törés után keletkezett hosszabbik szakasz hosszát 
r (0,5€z1). A második törésnél ezt az z hosszúságú szakaszt törjük 
ketté: ry és (1 — y) xz hosszú szakaszok keletkeznek, ahol 0 £ y £ 1. A három 
szakaszhossz most a — ry,b— (1 —w) xz és 1 — r. Háromszög akkor szerkesz- 
thető, ha ry-H(1—yjr21—2 r205,1yt1l1—r2(1—y)ar 1 














7 £y(1—y1:41—-r2zy 37 2 y. Miután az első feltétel triviálisan 
teljesül, a szerkeszthetőség feltétele: 1 — ér éa a m.t E (3 1) ,.y E (0,1). 
A feltételeknek megfelelő tartomány sötétített az alábbi ábrán: 
kj 
1 
05 
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1 1 
A besatírozott terület nagysága: T — f (4 (1 )) da.sf (4 1) das 
05 


b) 


n2 — Fi a biztos eseménynek megfelelő téglalap területe: 0.5, így a keresett 


valószínűség: p — 2(In2 — 0.5) — In 8. 


I.5.42. Feladat: Számoljuk ki annak feltételes valószínűségét, hogy két 
kockával dobva mindkét érték páros feltéve, hogy összegük legalább tíz! 


Megoldás: Legyen A: , Két szabályos kockával dobva mindkét érték páros 
esz" és B: , A dobott értékek összege nem kisebb mint 107. P(B) — P(,Az 
összeg 10 vagy 11 vagy 1277— P(,A dobások eredménye (6,4),(4,6).(5.,5) 
vagy (5, 6). (6, 5) vagy (6, 6)7— §. P(A) — 55 — 5. P(AB) — P(,A dobások 
eredménye (6, 4), (4, 6) vagy (6, 6)7J— 34 — 33: A definíciót használva P(A I 


Be EGB) — 5. Láthatjuk, hogy a feltételes valószínűség most nagyobb, 


mint a feltétel nélküli. 








ege 





I.5.43. Feladat: A 32 lapos magyar kártyából három lapot húzunk egy- 
más után visszatevés nélkül. Mennyi a valószínűsége annak, hogy az első 
kihúzott lap hetes, a második kilences, a harmadik ismét hetes? 


Megoldás: Legyenek A: Az elsőnek húzott lap hetes", 4 : ,A má- 
sodiknak kihúzott lap 9-es", A : , A harmadiknak húzott lap hetes". A kere- 
sett valószínűséget a a szorzási szabályból számolhatjuk: P(AV ADA) szi 
P(AW) : P(ADIA) : P(ADIA 49) Az egyes tényezőket egyszerűen 
meghatározhatjuk: P(A) SES TRŐ P(ADIA) So 
P(AOJA A) — 25 — 15 Így a keresett valószínűség § - 25: 15 — aími 

I.5.44. Feladat: Egy rekeszben 15 teniszlabda van, melyek közül 9 még 
használatlan. Az első játékhoz kiveszünk találomra három labdát, majd a 
játék után visszarakjuk azokat a rekeszbe. (Nyilván, ha volt közöttük hasz- 
nálatlan, az a játék során elveszti ezt a tulajdonságát.) A második játékhoz 
ismét találomra veszünk ki három labdát. Mennyi a valószínűsége annak, 
hogy az utóbb kivett labdák mind még használatlanok lesznek? 


Megoldás: Vezessük be az alábbi eseményeket: 
A; : ,Az első játékhoz éppen z: db használatlan labdát vettünk ki, z — 
0.428 
B : , A második játszmához három használatlant vettünk ki". 
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Látható, hogy az A; események teljes eseményrendszert alkotnak. 
A B eseménynek az A; eseményekre vonatkozó feltételes valószínűségei: 


míg az A; események valószínűséget: 
P(A;) zs Eren (iz isi 0, 1,2,3). 
A teljes valószínűség tételét alkalmazva: 


P (B) — Pp (B I A.) P( A.) A 0,045. 


I.5.45. Feladat: Hat doboz mindegyikében hat-hat darab golyó van, 
melyek között rendre 1, 2, 3, 4, 5, 6 darab fehér színű található (a többi fekete). 
Egy dobozt véletlenszerűen kiválasztunk, majd abból visszatevéssel három 
golyót kihúzunk. Ha azt tapasztaljuk, hogy mindhárom golyó fehér színű, 
mennyi annak a valószínűsége, hogy a csupa fehér golyót tartalmazó dobozt 
választottuk ki? 


Megoldás: Legyenek A;-k a következő események: , Azt a dobozt válasz- 
tottuk, amelyikben z; db fehér golyó van", z — 1,2,3,4,5,6. Nyilvánvaló, 
hogy ezek az események teljes eseményrendszert alkotnak, és mindegyikük 
bekövetkezése egyformán fi valószínűségű. Legyen továbbá B az az esemény, 
hogy Visszatevéssel húzva mindegyik golyó színe fehér". P( BIA;) — (3. 
1—1,2,3,4,5,6. A Bayes-tételt alkalmazva: 


P( A; j B) gs P(BIAoJP (45) 3 216 sz 049. 
2 P(BIAJP(A) 





I.5.46. Feladat: Bizonyítsuk be, hogy ha P(A) 2 0.8, P(b) 2 0.8, akkor 
P(AB) 2 0,6! 


Megoldás: 0,83-0,8—P(AB) X£P(A-4 B) — P(A)-HRP(BJ-P(AB) £ 1 —. 
P(AB) 5 0,6 





I.5.47. Feladat: Dobjunk két kockával! Mondjunk olyan eseményeket 
ezzel a kísérlettel kapcsolatban, amelyek függetlenek, és olyanokat, amelyek 
nem függetlenek egymástól! 


Megoldás: Pl. A: ,Az egyik kockán kettest dobunk", B: ,A másik 
kockán hármast dobunk", C: Van hatos a két dobott érték között", D: ,A 
dobott értékek nem egyenlőek". Az A és B függetlenek, C és D nem, hiszen 
P(CD) — 8 4 P(CJP(D) — § 


216" 
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I.5.48. Feladat: Ha P(AIB) — 07, P(BIA) — 0.6, P(A I B) — 0.3, 
akkor mennyi P(A)? 





Megoldás: P(AB) — 0,7P(B) — 06P(A) — 
P(A) — P(AB)J-4.P(AB) — 0,6P(A)-40.3P(B) — 
24/7TOP(A) -- 0,3, ahonnan P(A) — 21/46. 


(B) — 6/TP(A). Másrészt 
0.6P(A)--0,3—03P(B) — 


1I.5.49. Feladat: Három szabályos kockával dobunk. Mennyi a valószí- 
nűsége annak, hogy van hatos értékünk, ha tudjuk, hogy mindegyik dobás 
páros lett? 


Megoldás: Ha B: Mindegyik dobás páros", A: Van pátós dobás". 








P(B) — £ — §, P(AB) — P(B) — P(AB) - 4—§ — 25. Így P(AI B) — 
P(AB) 19 
P(B) — 27 


I.5.50. Feladat: Egy urnában b darab fekete és r darab fehér golyó van. 
véletlenszerűen kihúznak egy golyót. A kihúzott golyót és még ugyanolyan 
színűből c darabot visszatesznek az urnába. A kísérlet eredményét nem 15- 
merve, másodszorra mi húzunk az urnából. Feltéve, hogy a második húzáskor 
fekete golyót húzunk, mennyi a valószínűsége annak, hogy az első húzáskor 
15 fekete volt az eredmény? 


Megoldás: A: , Az első húzás fekete volt", B: , A második golyó fekete". 








A Bayes tételt ENEK P(AIB) — SZE ÁGÁT ahol P(BIA) — 
máz P( BIA) — géz P(A) — s és P(A) — réz. Így P(AIB) — sz 


1I.5.51. Feladat: Három szabályos kockával dobunk. Mennyi a valószí- 
nűsége annak, hogy a dobások között van hatos, ha mindegyik kockán külön- 
böző érték van? 


Megoldás: Ha B: , Mindhárom kockán más-más eredmény van", A: , Az 
egyik kockán hatos van", akkor P(AB) — SZ — 5. P(B) — 52 — 8, így 
P(AIB) — 0,5. 





I.5.52. Feladat: Egy ládában 100 darab dobókocka van, melyek közül 99 
teljesen szabályos, egy pedig hamis olyan értelemben, hogy vele mindig hatos 
dobható csak. Ha véletlenszerűen kiveszünk egy kockát a ládából és azzal 
tízszer dobva mindig hatost kapunk, mennyi a valószínűsége, hogy éppen a 
hamis kockát vettük ki előzőleg? 
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Megoldás: Legyen A: , A hamis kockát választottuk ki", B: , Tízszer dobva 
mindig hatost kapunk". A Bayes tételt alkalmazva: 
P(BIAJP(A) ek 4) — 
P(AIB) — PIETDJPC) PISA PT]? ahol P(A) — 0.01, P(A) — 0.99, 
P(BIA) — 1, P(BIA) — úr. Behelyettesítve: P(AIB) A 0,99999983. 





1I.5.53. Feladat: Két bűnöző, z és y, egymástól függetlenül hazudnak, 
illetve mondanak igazat 2/3 illetve 1/3 valószínűséggel. Feltéve, hogy xz azt 
állítja, hogy ,.y hazudik", mennyi a valószínűsége, hogy y igazat mond? 


Megoldás: A: ,ax azt állítja, hogy y hazudik", B: ,y igazat mond". 
P(AIB) — P(x hazudik") — 2/3,P(B) — 1/3.P(AIB) — P(.z igazat 
mond" — 5. P (B) EZ 5. A Bayes-tételt alkalmazva: 

E: P(AIB)P(B) ez 
P(B1A) — PUJBPGYAYPUTDPG) — 5 

I.5.54. Feladat: Két urna közül az egyikben n fekete és m fehér, a 
másikban N fekete és M fehér golyó van. Az elsőből találomra átrakunk 
egyet a másodikba, majd onnan találomra visszaveszünk egyet. Megint az 
elsőből húzva, mennyi a valószínűsége a fehérnek? 


Megoldás: 
Az : , Az első urnából fehéret rakunk a másodikba 
rakunk vissza", 
Aa : , Az első urnából fehéret rakunk a másodikba. 
rakunk vissza", 
Az : , Az első urnából feketét rakunk a másodikba 
rakunk vissza", 
A4 : ,Az első urnából feketét rakunk a másodikba 
rakunk vissza", 


a másodikból fehéret 


a másodikból feketét 


a másodikból fehéret 


a másodikból feketét 





B: , Harmadszorra az első úrnából fehéret húzunk". 
Ai, Az, Az, A4 teljes eseményrendszer. A teljes valószínűség tételéből: 


P(B) — HP(BIAJP(A) oz 





I.5.55. Feladat: Két játékos felváltva húz egy-egy golyót visszatevés 
nélkül egy urnából, amiben egy fehér és három fekete golyó van. Az a játékos 
nyer, amelyik először húz fehéret. Mennyi a valószínűsége, hogy az elsőnek 
húzó játékos fog nyerni? 
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Megoldás: A: ,Az első húzás után nyer a kezdő játékos", B: ,A har- 
madik húzás után nyer a kezdő játékos", C: , Nyer a kezdő játékos". Nyilván: 
1 


P(CJ—P(A) 4 P(Bj—1343.2.1—1 


a Fog a 2 





I.5.56. Feladat: Egy kalapban tíz cédula van, melyekre a 0, 1,2,3, 4, 5, 
6, 7,8,9 számjegyek vannak felírva. Visszatevéssel kiveszünk két cédulát. 
Jelölje Y a számjegyek összegét, X pedig a számjegyek szorzatát. Adjuk 
meg a 
PG —: ] X — 0) valószínűségeket! (z— 0, 1, . . . , 18). 





Megoldás: P(X — 0) — 55. PG — ilX — 0) — 0, hai 5 9. 
P(Y MEN ix aa 0) — P(.0-át és i-t MESEI és 0-át húztunk?) 19 hasz 1 2, 5. 





,9. 


I.5.57. Feladat: Egy perzsa sah egyszer egy elítéltnek azt mondta, hogy 
tetszés szerint elhelyezhet 50 fehér és 50 fekete golyót két egyforma vázába. 
Az egyikből majd a sah kihúz egy golyót, és ha az fehér, megkegyelmez. 
Ha viszont a kihúzott golyó fekete, vagy kiderül, hogy nem mindegyik golyó 
volt a vázákba berakva, esetleg a kiválasztott vázában nem volt semmilyen 
golyó, az ítélet halál. Hogyan kell szétosztania az elítéltnek a golyókat, hogy 
a megkegyelmezés valószínűsége maximális legyen? 


Megoldás: Az optimális stratégia az, ha az egyik vázába egy fehér golyót 





teszünk, a másikba az összes többit. Ekkor a teljes valószínűség tételét al- 
kalmazva: P(,A sah fehéret húz") — £(1-- 53) A 0747. Minden más szé- 
tosztásnál csökken ez a valószínűség. 


I.5.58. Feladat: A bináris szimmetrikus csatorna egy olyan bináris be- 
menetű és bináris kimenetű csatorna, melynek minden bemenete p — 0,01 
valószínűséggel az ellenkezőjére vált a kimenetkor (g— 1—p). A 0 forrásbitet 
000-val, az 1 forrásbitet 111-gyel küldjük át. A dekódoló többségi döntést 
hoz. Ha a 0 és 1 forrásbitek előfordulásának egyaránt 0.5 a valószínűsége, 
akkor adja meg a dekódolás hibavalószínűségét! 


Megoldás: P (1-est veszünk ] 0-ást adnak) — 3p2g -- p", 
P (0-ást veszünk ] 1-est adnak) — 3p2g -k p?. 
P (Hibázunk) — 5 (32279 4 p? 4 3p97g 4 p?) — 2,98- 1071. 





I.5.1. Gyakorlat: Legyen A, B € $. Adja meg az összes olyan X e S 
eseményt, melyre A- X - A: B teljesül! 
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I.5.2. Gyakorlat: Legyen A, B € S. Adja meg az A, B-t tartalmazó 
legszűkebb c—algebrát! 


I.5.3. Gyakorlat: Legyen A, 42, . . . , An € $. Bizonyítsa be, hogy 
P(Ai : Az : -:: : An) 2 P(A1) FF P(A2) 4-4 P(A)—(n— 1). 





I.5.4. Gyakorlat: Bizonyítsa be, hogy minden A, B € 5 esetén 
IP(AB)—P(ACOIAP(BAC), BACS BO: CB! 


sz 


1.5.5. Gyakorlat: Bizonyítsa be, hogy minden A, B € $ esetén 
2 P(AB)-P(AJP(B) c 11 


1 
4 


1.5.6. Gyakorlat: Bizonyítsa be 
P(ABJP (AB) c 1 


hogy minden A, B € $ esetén 





I.5.7. Gyakorlat: Bizonyítsa be, hogy minden A, B € $ esetén 
P(AA B)— P(4A) 4 P(B)—2P(AB)! 


I.5.8. Gyakorlat: Bizonyítsa be, hogy minden A, B,C € $ esetén 
P(AB) 3 P(4AC) —P(BC) £ P(A)! 











I.5.9. Gyakorlat: Bizonyítsa be, hogy minden A, B,C € $ esetén 
P(A-2B-C)—P(ABO) 2 P(B AC)! 


I.5.10. Gyakorlat: Bizonyítsa be, hogy minden A, B, C € $ esetén 
P(AA B) CP(AAC)3P(BA CO)! 


I.5.11. Gyakorlat: Bizonyítsa be, hogyha P(A) — 0,9 és P(B) — 0,8, 
akkor P(AB) 2 0, 7! 


I.5.12. Gyakorlat: A £ kísérlet abban áll, hogy véletlenszerűen kivá- 
lasztunk egy n elemű permutációt. Jelentse A;; azt az eseményt, amikor a 
kiválasztott permutációban az 1-edik elem a 7-edik helyen áll. Fejezze ki A;j- 
k segítségével az alábbi eseményeket: 

A: ,az első elem a másodiktól balra áll", 
B: ,az első elem sorszáma legfeljebb 57. 


I.5.13. Gyakorlat: Legyen At, Az, ..., An € $ és A — $ A;. Állítsuk 
1-1 
elő A-t egymást kizáró események összegeként! 


46 I. FEJEZET A KOLMOGOROV-FÉLE VALÓSZÍNŰSÉGI MEZŐ 


I.5.14. Gyakorlat: Egy egyetemi évfolyamon a lányok közül 60-nak a 
haja barna, 40-nek a haja és a szeme is barna, 110 lánynak a haja és a szeme 
közül legalább az egyik barna. Hány barnaszemű lány van az évfolyamon? 


I.5.15. Gyakorlat: Egy kávéautomata 20 Ft-os érmékkel működik. Egy 
etszőleges 20 Ft-os érmét 0.98 valószínűséggel fogad el. Az automata ki- 
jelzője mutatja, hogy még 4 adag kávé van benne. Négyen állnak az au- 
omata előtt 1-1 20 Ft-os érmével a kezükben, amikor odaérkezem. Mekkora 
a valószínűsége, hogy jut nekem a kávéból? Mekkora annak a valószínűsége, 
hogy én iszom a 4 adag közül az elsőt? 





1I.5.16. Gyakorlat: Melyik lottószám lesz a legnagyobb valószínűséggel 
a második legnagyobb kihúzott szám? 


I.5.17. Gyakorlat: Mennyi a valószínűsége annak, hogy a következő 
heti lottószámok legnagyobbika kisebb lesz, mint a rákövetkező hét kihúzott 
számainak legkisebbike? 


I.5.18. Gyakorlat: Mennyi a valószínűsége annak, hogy a lottón a ki- 
húzott öt szám közül nagyság szerint a középső 50-nél kisebb? 





I.5.19. Gyakorlat: Egy sakktáblán találomra elhelyezünk 8 bástyát. Meny- 
nyi a valószínűsége annak, hogy a bástyák nem ütik egymást? 


I.5.20. Gyakorlat: Egy kalapban az angol ABC 26 betűje van. Vissza- 
tevéssel 8-szor kihúzunk egy betűt és leírjuk azt. Mennyi a valószínűsége 
annak, hogy legfeljebb két betűcsere után a leírt szóból megkapjuk a DEB- 
RECEN szót? 


I.5.21. Gyakorlat: Egyszerre n szabályos dobókockával dobunk. Meny- 
nyi a valószínűsége annak, hogy 





a. az összes kockával ugyanazt az értéket kapjuk? 
b. legalább egy hatost dobunk? 
c. pontosan egy hatost dobunk? 


I.5.22. Gyakorlat: Egy urnában a darab fehér és b darab fekete golyó 
van. (a,b 2 2). Visszatevés nélkül kiveszünk két golyót az urnából. Mennyi 
a valószínűsége annak, hogy 
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a. a két golyó azonos színű? 
b. a két golyó különböző színű? 


I.5.23. Gyakorlat: Harminc számozott golyót rakunk szét nyolc külön- 
böző ládába. Az elhelyezéskor bármelyik golyót ugyanakkora valószínűséggel 
tehetünk bármelyik ládába. Keressük meg annak az elhelyezésnek a valószí- 
nűségét, amelynél három láda üres, kettőben három golyó van, kettőben hat 
és egyben 12 db golyó kerül! 


I.5.24. Gyakorlat: Tekintsük az összes olyan n hosszúságú sorozatot, 
amelyek a 0, 1, 2 számokból állnak. Határozzuk meg annak a valószínűségét, 
hogy egy véletlenül választott ilyen sorozat: 


a. 0-val kezdődik; 


b. pontosan m 4 2 db 0-át tartalmaz, melyek közül kettő a sorozat végén 


van; 


c. pontosan m db 1-est tartalmaz; 
d. pontosan mg db 0-át, mi db 1-est és m2 db 2-est tartalmaz. 


1I.5.25. Gyakorlat: Ketten pénzfeldobással játszanak. András nyer, ha 
egy szabályos érme dobási sorozatában három fej hamarabb következik, mint 
a fej-írás-fej sorozat. Viszont Béla a nyerő, ha mindez fordítva történik, azaz 
a fej-írás-fej sorozat előbb jön, mint a fej-fej-fej. Egyenlőek a játék nyerési 
esélyei? Milyen legyen a fej dobásának p valószínűsége, hogy a játék , fair" 
legyen? 





I.5.26. Gyakorlat: Legyen A az az esemény, hogy lottóhúzásnál egyik 
kihúzott szám sem nagyobb mint 50, és B pedig az az esemény, hogy min- 
degyik kihúzott szám páros. Számoljuk ki a P(A), P(B), P(AB), P(A- B) 
valószínűségeket! 


I.5.27. Gyakorlat: Mennyi a valószínűsége annak, hogy a lottóhúzásnál 
kihúzott legnagyobb és legkisebb szám különbsége éppen k? (4 £ k c 89). 


I.5.28. Gyakorlat: Egy üres téglalap alakú szobában, melynek falai 10 
és 5 méter hosszúak, leejtünk egy golyót. Mennyi a valószínűsége, hogy 
a golyó egy olyan pontban fog megállni, amely közelebb van a szoba egy 
sarkához, mint a szoba középpontjához? 
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I.5.29. Gyakorlat: Egy 10cm oldalhosszúságú négyzetrácsos hálózatra 
eejtünk egy 3cm átmérőjű köralakú pénzdarabot. Mennyi a valószínűsége, 
hogy a pénzdarab lefedi egy négyzet csúcsát? 


I.5.30. Gyakorlat: Egy 20 cm oldalhosszúságú négyzetrácsos padlóza- 
ra ledobunk egy 2 cm élhosszúságú játékkockát. Mennyi a valószínűsége, 
hogy a kocka teljes terjedelmével a padlózat egy négyzetében lesz? 


I.5.31. Gyakorlat: Mennyi a valószínűsége, hogy egy egységnyi szakaszt 
véletlenszerűen három részre törünk, a keletkező szakaszokból hegyesszögű 
háromszög szerkeszthető? 


I.5.32. Gyakorlat: Az ABCD négyzetben találomra választunk egy P 
pontot. Mennyi a valószínűsége, hogy P közelebb lesz az AB oldalhoz, mint 
a négyzet középpontjához? 











1I.5.33. Gyakorlat: Egy d szélességű lécekből álló padlózatra ledobunk 
egy s — 2d hosszúságú tűt. Mennyi a valószínűsége, hogy a tű két padlórést 
fog egyszerre metszeni? 


I.5.34. Gyakorlat: Az egységkör kerületén véletlenszerűen kiválasztunk 
három pontot: A, B és C-t. Mennyi a valószínűsége, hogy a BAC szög 
nagyobb lesz 607-nál? 


I.5.35. Gyakorlat: Legyen P — (a,b) az egységnégyzet egy véletlenül 
kiválasztott pontja és p(r) — 27 —a?r3b egy harmadfokú polinom. Mennyi 
a valószínűsége, hogy p(r)-nek pontosan egy, illetve pontosan három valós 
gyöke van? 


I.5.36. Gyakorlat: Találomra kiválasztunk egy P pontot az egységkör 
kerületén, majd egy ? pontot a körlapon. Mennyi a valószínűsége, hogy a 
OP szakasz hossza nagyobb mint 1? 


I.5.37. Gyakorlat: A (0,2) és (0,3) szakaszokon választunk találomra 
egy-egy pontot, legyenek ezek z és y. Mennyi a valószínűsége, hogy az T,y 
és 1 hosszúságú szakaszokból szerkeszthető háromszög? 


I.5.38. Gyakorlat: A [0, 1] intervallumon találomra kiválasztunk két szá- 
mot. Mennyi a valószínűsége, hogy az egyik szám több, mint kétszerese lesz 
a másiknak? 
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I.5.39. Gyakorlat: Válasszunk ki egy Xés Y pontot az egységinterval- 
lumban! Tekintsük azt a téglalapot, melynek oldalhosszai Xés Y. Mennyi a 
valószínűsége, hogy a keletkező téglalap kerülete nagyobb, mint Z2és területe 
kisebb, mint 0,25? 


I.5.40. Gyakorlat: Vegyünk egy véletlen P — (a,b) pontot az egységné- 
gyzetből. Mennyi annak a valószínűsége, hogy a p(r) — ar? — 2br 4 1 poli- 
nomnak nincs valós gyöke? 


I.5.41. Gyakorlat: Egy urnában b darab fekete és r darab fehér golyó 
van. véletlenszerűen kihúznak egy golyót. A kihúzott golyót és még ugyano- 
lyan színűből c darabot visszatesznek az urnába. Ezt megteszik egymás után 
n-szer. Igazolja, hogy ezek után, a fekete golyó kihúzásának valószínűsége 

b 
jarez 

I.5.42. Gyakorlat: Magyar kártyával huszonegyezünk. A kártya értéket: 
alsó—2, felső—3, király—4, hetes—7, nyolcas—8, kilences—9, tizes—10, ász— 11. 
Mennyi a valószínűsége, hogy 21-et húzunk, ha a 19-et elértük az ötödik húzás 
után? 











1I.5.43. Gyakorlat: Egy kalapban tíz cédula van, melyekre a 0, 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 7, 8.9 számjegyek vannak felírva. Visszatevéssel kiveszünk két cédulát. 
Jelölje Y a számjegyek összegét, X pedig a számjegyek szorzatát. Adjuk meg 
a 
PG —:[ X 5 0) valószínűségeket! (iz — 0, I, . . . , 18). 


I.5.44. Gyakorlat: Először feldobunk egy szabályos érmét. Ha fej, egy- 
szer, ha írás kétszer dobunk egy szabályos dobókockával. Mennyi a valószí- 
nűsége, hogy lesz hatos? 


I.5.45. Gyakorlat: Egy rekeszben 15 teniszlabda van, melyek közül 9 
még használatlan. Három játékhoz kiveszünk találomra három labdát, majd 
a játék után visszarakjuk azokat a rekeszbe. (Nyilván, ha volt közöttük 
használatlan, az a játék során elveszti ezt a tulajdonságát.) Mennyi a való- 
színűsége annak, hogy mindhárom kivételhez 1 új és 2 használt labda kerül 
a kezünkbe? 


I.5.46. Gyakorlat: Egy szövegszerkesztő a karaktereket 7 bitbe kódolja, 
és ezt egy paritásbittel egészíti ki úgy, hogy az 1-esek száma páros legyen. 
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Teszi ezt azért, hogy páratlan paritással észlelni tudja a hibázást. Tegyük 
fel, hogy nyolc bitet egy olyan csatornán küldi át, amely egy bitet 0,1 
valószínűséggel ront el. Milyen valószínűséggel kapunk a kimeneten úgy nyolc 
bitet, hogy az hibás, de mégsem tudjuk azt észlelni? 


I.5.47. Gyakorlat: A vizsgázók 754-a A szakos, 159-a B szakos és 
109-a C szakos. Annak az eseménynek a valószínűsége, hogy egy hall- 
gató ötöst kap, az A szakosok esetében 0,4, a B szakosoknál 0,7 és a C 
szakosoknál 0,6. Ha egy személyről tudjuk, hogy ötösre vizsgázott, akkor 
milyen valószínűséggel lehet A, B illetve C szakos? 


I.5.48. Gyakorlat: Három egyforma doboz közül kettőben 2 piros, egy- 
ben I piros és 1 fehér golyó van. Véletlenszerűen kiválasztunk egy dobozt, 
és abból egy golyót. Ha ez piros, mennyi a valószínűsége, hogy a dobozban 
maradó golyó színe fehér? 


I.5.49. Gyakorlat: Egy szabályos kockával addig dobunk újra és újra, 
amíg először hatost nem kapunk. Mennyi a valószínűsége, hogy eközben 
pontosan 1 egyest dobunk? 


I.5.50. Gyakorlat: Egyetlen szelvénnyel lottózok. Számaim között a 
40-es a középső. Az alábbi három esemény esetleges bekövetkezése közül 
melyik növeli jobban az ötös találatom feltételes valószínűségét? A: ,az első 
kihúzott szám a 40-es", B : ,kihúzták a 40-es számot", C : ,a 40-es szám a 
kihúzott számok között a harmadik". 


I.5.51. Gyakorlat: Egy szabályos dobókockával addig dobunk, amíg ötöst 
nem kapunk. Mennyi a valószínűsége, hogy ezalatt nem dobunk hatost? 


I.5.52. Gyakorlat: Három szabályos dobókockával dobunk! A: ,az ösz- 
szeg 7", B: .mindegyik páros", C: van közöttük hármas". Számolja ki a 
P(A (B - C)Jés a P((A- C) B) valószínűségeket! 


I.5.53. Gyakorlat: Bizonyítsa be, hogy a Boole egyenlőtlenség végtelen 
sok esemény esetén is fennáll.(A folytonossági tételt használja!) 


II. fejezet 


A valószínűségi változó 


II.1. A valószínűségi változó fogalma 


A valós számok részhalmazai közül, csak azokkal fogunk a továbbiakban 
foglalkozni, amelyek intervallumok rendszeréből egyesítéssel, metszéssel és 
komplemens-képzéssel előállíthatók. Ezek az ú.n. Borel-mérhető halmazok, 
melynek fogalmát a II.1.2 definícióban adjuk meg. A gyakorlatban minden 
. épeszű" halmaz, így a nyílt, zárt, félig nyílt, félig zárt intervallumok, az 
egyelemű halmazok, a félegyenesek és a nyílt és zárt valós részhalmazok, 
valamint az egész számegyenes maga is Borel-mérhetőek. A következő tétel- 
ben felhasználjuk a c-algebra fogalmát, ami az S eseményalgebra axiómáinál 
már szerepelt. 


II.1.1. Tétel: Ha Ki, 2, Ma, . . . a V halmaz részhalmazainak c-algebrái, 
akkor A MR; szintén c-algebra. 


vi 
Bizonyítás: 
a.) Azért igaz, mert V mindegyik tényező c-algebrában benne van, akkor a 


közös részben is benne kell, hogy legyen. 


b.) Ha egy A C V részhalmaz benne van a metszetben, az csak úgy lehet, 
ha mindegyik komponens c-algebrában is benne van. De mivela kompo- 
nensek c-algebrák, bennük a komplemens halmaz is benne van, de akkor 
a metszetükben is benne van a VM4. 


ől 
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c.) Ha részhalmazok egy rendszere benne van a metszetben, akkor minden 
komponensben benne van, de akkor az egyesítésük is benne van minden 
komponensben, így a metszetükben is. 


II.1.1. Definíció: Az A, B, C,... C V halmazrendszert tartalmazó ösz- 
szes c-algebra metszetét — ami az előző tétel szerint maga is c-algebra — 
a halmazrendszer által generált c-algebrának nevezzük, és o( A, B, C . . .)-val 
jelöljük. 

II.1.2. Definíció: A balról zárt, jobbról nyílt valós intervallumok által 
generált c-algebrát, Borel-féle c-algebrának nevezzük, és B-vel jelöljük: 


B —a ((la,b),a,be Rh). 


II.1.3. Definíció: Legyen (2, $, P) Kolmogorov-féle valószínűségi mező. 
Az X : A G R függvényt valószínűségi változónak nevezzük, ha minden 
B E 8 esetén A — (w; X(w) e B) € S, azaz a Borel-halmazok képe az X 
leképezésnél megfigyelhető esemény lesz. 


Megjegyzés: Mértékelméleti terminológiával, X mérhető függvény. Lát- 
ható, hogy az X valószínűségi változó minden w elemi eseményhez egy valós 
számot rendel. 


II.1.2. Tétel: Az (A; A — fw: X(w) ec Bl, B E B) eseményrendszer 
c-algebra, melyet az X által generált c-algebrának nevezünk, és c(X)-el 
jelölünk. 


Bizonyítás: 
17 fw; X (w) E Rp— 8, mert R €8. 
2" Ha A — (w; X (w) e B) € c (X), akkor A — fw; X (w) ERN By is, hiszen 
RBEB. 


FÚ text) e B) — [dx je eotx , hiszen Ú B: e B. MH 


ís ; Ha § 1-1 


II.1.1. Példa: 


a.) Ha X az A € $ esemény indikátor függvénye, azaz 


xv) — ( 9 JNANBSÉ S akkor c(X) — (0, A, A, 0]. 


, hawudA 7 
b.) Ha X(w) c, azaz a valószínűségi változó konstansfüggvény, akkor 


08 TO 


fesz el ezred 


II.2 AZ ELOSZLÁSFÜGGVÉNY FOGALMA 53 


II.2. Az eloszlásfüggvény fogalma 


II.2.1. Definíció: Legyen (0, S, P) ESEL ÉRTS KÉBE valószínűségi mező, 
X valószínűségi változó. Ekkor a Ox : B 0 10, 1] halmazfüggvény, 
melynek definíciója 0x(B) — P(fw; X(w) e BD) £P (XEe B), (BEeEB), 


az X valószínűségi változó eloszlása. 
II.2.1. Tétel: A 0x halmazfüggvény tulajdonságai: 
a.) 2x(R) — 


b.) Ha Bi, Ba, . . . , Ba, . . . diszjunkt Borel-halmazok, akkor Ox(UJ B)— Y 0x( B). 
1—1 


fest 


Megjegyzés: A Ox kielégíti a P valószínűség axiómáit. 
Bizonyítás: 
a.) 9x(R)— P(íw; X(w)€ER)—P(O)— 1. 
b) Ox És -P(sxwWgeÜB]-P(Éiexwen) - 
i—1 


jzi 


P (fw: X (we BD) - E ax (B). 


II 
Kéki 


Megjegyzés: Amikor egy £ véletlen kísérlethez hozzárendelünk egy X va- 
lószínűségi változót, akkor egyúttal egy leképezést hajtunk végre az absztrakt 
(2, 5,P) és az (R, B, 0x) Kolmogorov-féle valószínűségi mezők között. A 
matematikailag nehezen kezelhető (2, $, P) struktúra helyett egy jobban ki- 
dolgozott és kiismert (TR, B, 0 x) struktúrára térünk át, ahol az eseményeket 
a Borel-halmazok segítségével fogjuk megfogalmazni, az események valószí- 
nűségeit pedig az eloszlással kalkuláljuk a továbbiakban. A valószínűségi 
változó tehát a véletlen kísérlet egy matematikai modellje. 

A valószínűségi változók definiálása az esetek többségében természetes 
módon adódik. Gondoljunk csak például a kockadobás kísérletre, a rulett- 
tárcsa megforgatására, a Duna pillanatnyi vízmagasságára, vagy a legköze- 
lebb születendő csecsemő testsúlyára stb. Sokszor, bár az elemi események 
nem számok, de valószínűségi változóval egy-egy értelmű megfeleltetés létesí- 
thető köztük és a valós számok egy részhalmaza között, és így a valószínűségi 
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változó segítségével ugyanúgy tárgyalható a jelenség. Pl. a kártyahúzásnál a 
kártyákat sorszámozzuk, minden addigi esemény ekvivalens módon átfogal- 
mazható. 

Felhasználhatók a valószínűségi változók az eredeti kísérlet egyszerűsíté- 
sére is. Pl. később látni fogjuk, hogy egy n-szeres hosszúságú kísérletsorozat 
helyett egyetlen valószínűségi változó megfigyelése is lehetséges. 


II.2.2. Definíció: Az Fx(r) — Ox( (—o0, Tr) ) T € R függvényt az X 
valószínűségi változó eloszlásfüggvényének nevezzük. 





Megjegyzés: Fx(z) — Ax( ( 7) )— P(íw; X(w) c 2)) 
7 P(X c r), rel vagyis Fx : Rk a [0, 1] valós függvény. 


II.2.2. Tétel: A valószínűségi változó eloszlása és eloszlásfüggvénye köl- 
csönösen egyértelműen meghatározzák egymást. 


Megjegyzés: A II.2.2 tételt nem bizonyítjuk, csak annyit jegyzünk meg, 
hogy a bizonyítás azon múlik, hogy a félegyenesek által generált c-algebra 
maga a Borel-féle c-algebra. A tételnek az a fontos üzenete van a szá- 
munkra, hogy az eloszlásfüggvény segítségével is kiszámíthatók az események 
valószínűségei. 


II.2.3. Tétel: (Az Fx eloszlásfüggvény tulajdonságai) 


a.) Fx monoton nemcsökkenő, azaz Fx(r) £ Fx(y), ha x C y. 


b.) Fx balról folytonos, azaz lim Fx(r) — Fx(y) minden y € R-re. 


7—-y— 


c.) lim Fx(z)—lés lim Fx(rx)— 0. 


2—p-hoo 173—o0 
Bizonyítás: 
a.) Legyen z — y , akkor Az — fw; X(w) c 


T 
így az I.1.3. tétel d.) pontja szerint Fx(z) — 
ami az állítás volt. 


MÖElt 


II.2 AZ ELOSZLÁSFÜGGVÉNY FOGALMA Ha 


b.) 


57 
sé 


Legyen Ah, tetszőleges monoton fogyó nullsorozat. (pl. Aha — z ilyen.) 
Legyen y € R tetszőleges rögzített valós szám. 

B. Ay-hn — fw; X(w) c y— hn) . Ekkor nyilván 

BiC BC ---C B, C --- 3 B;. Másrészt 2" B; — fw:; X(w) c yb is 


ek sal 





fennáll, ugyanis, haw € 9 B; - An : X(w) €y—ha 5 X(w) cy 
1-1 
is. 8 
Fordítva: ha X(w) Cy — An : X(w €y—h, 5 wveY B. 

171 


A valószínűség folytonossági tulajdonságából (I.1.6. tétel) 
Fx(y)—P(X cy)— P( B) — lim P(B,) — lim P(X c y-— h,) — 
lim Fx(z). 


£—y— 


A Jim Fx(z) — 1 bizonyítása: 
MEZRHEGR 
Legyen Ta — co szigorúan növekedő tetszőleges számsorozat (pl. tn —n 
ilyen): 
B. — Arn; ekkor 
BIC B2C---CB.C---Y B. — A. 


15-i 





A Y B; C 0 tartalmazás triviálisan igaz, a másik irányú tartalmazás 

1-1 
igazolása: 
Legyen w € £? tetszőleges, ekkor 
XwEeERSG3KER: X(wcKkKk 5 dn: XíwcackKkcr a 
5 wEB, 5 wEeEY B. 

1-1 
Így a folytonossági tételből: 
1— P(A)— P(D" B.) — lim P(B,) — lim Fx(rn)— lim Fx(r). 
d n7ao0o n7aoo Too 

A lim Fx(r) — 0 bizonyítása: 

13 —oo 
Fx(r)— P(X c 1)— P(—-X 5 —r) — 
1—P(—X c —1)—1—P(Y c —r), aholY — —Xx. 
PV c —r) PG c —r) lés lim P(Y c —r)— lim F(y)— 1, 

—ra-oo 4—--Ttoo 


mint ahogy az előbb láttuk. 
Így lim Fx(r)—1— lim P(Y£y)—1—15—0. MI 
173 —o0 


v-Föó 
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II.2.4. Tétel: Tetszőleges z — y esetén 
a.) P(z c X c y— Fx(W(y) — Fx(2). 
b.) P(z c X c y)— Fx(y)— Fx(z 40), 


c.) P(z c X 2 y)— Fx(ly 10) — Fx(r), 








d.) P(zr c X £ y)— Fx(ly 10) — Fx(r 40), 





e.) P(X— 2) — Fx(z 40) — Fx(r). 


Bizonyítás: Mindegyik állítás bizonyítása hasonló módon történik, ezért 
csak a c.) állítás igazolását részletezzük. 
(w; z £ X(w) Syj— (w: z 2 X(w)IN fw; X(w) £ yb 
Mivel z — y fw; y c X(w)) C (w; r £ Xíw)) és 0 — fw; z a X(w)jU 
1w; X(w) yb. 
A Poincare-tételből: 
1-P(N) —P(fww z £ Xw)- ke: Xw) £yh) — 
- P(X £y) 1 P(r c X)- Pr c X gy) - 
—P(X £w41-P(X €1)-P(r c X c). 
Innen: (") P(z c X £y)— P(X £y)—P(X c 2). 
Ha most 0 £ h,, szigorúan csökkenő nullsorozat, akkor megmutatható, hogy 


(w; X(w) Syy— [[/d5 X(w) cv hat. 


ni 
Ugyanis, ha w € fw; X(w) £ yb. akkor 
w E [w; X(w) c y-t ha) minden n indexre, tehát 


we I[/od: X(w) Cy- hab is. 


kr izzó) 





Másrészt, ha w € II [w; X(w) c y- ha), akkor minden n-re 


ni 
w E (w; X(w) c y- ha), tehát 
w E [w; X(w) c kéj is. A folytonossági törvényből: 


P(X c y) — PI (e X(w) cy- ha — lim P(X c y-th) — Fx(y-0). 


Ez utóbbit (?)- ba békelyettesitye kapjuk az állítást. MI 
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Következmény: Ha Fx folytonos az z helyen, akkor P(X — r) — 0. 


Bizonyítás: Ha Fx folytonos az z helyen, akkor Fx(r) — Fx(z 10) és az 
e.) állítás igazolja a következményt. II 


Megjegyzés: Eloszlásfüggvényekre példákat a következő szakaszokban bő- 
ségesen adunk majd. 


II.3. Diszkrét valószínűségi változók 


II.3.1. Definíció: Az X valószínűségi változót diszkrétnek nevezzük, ha 
értékkészlete megszámlálható (sorozatba rendezhető), vagyis V w € 0-ra 
X(weE—í(x1,T2,....Pn,...b- 


II.3.2. Definíció: A p; — P(fw; X(w) — x;)) — P(X — r;) (1— 1, 2... .) 
valószínűségek összességét az X diszkrét valószínűségi változó eloszlásának 








nevezzük. 


II.3.1. Tétel: Az X diszkrét valószínűségi változó p1 , pa, . . . , Pa; . . . elos- 
zlására teljesül, hogy 


a) 0£p:c£1 
fe ! 


Bizonyítás: 


a.) Triviális, mivel az A; — (fw; X(w) — x;) esemény valószínűségéről van 
szó. 


b.) Mivel az A; — (w; X(w) — xi) (i — 1, 2, . . ) események teljes esemény- 
rendszert alkotnak, így az I.1.3 tétel c.) része miatt igaz az állítás. Hi 


II.3.2. Tétel: Az X diszkrét valószínűségi változó Fx eloszlásfüggvényére: 
Fx(r)— 9 p:, másrészt: pi; — Fx(xz:40)— F (x:) . 


ear 
Azaz a diszkrét valószínűségi változó eloszlásfüggvénye olyan lépcsős füg- 


gvény, melynek az ugróhelyei az 21, T2, . . . , tn, ... helyeken vannak, és az 
ugrás nagysága rendre p1, Pa, . . . , Dan, . 
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Bizonyítás: Mivel Az — fw; X(w) c Tr) — 2 A; — 2 [w; X(w) — Ti) 


és az A; események egymást páronként Ézágák a következik az állítás első 
része. Másrészt p; — P(X — r;) — P(x; c X 2 z;) — Fx(xz: 4 0) — Fx(z;). 
2] 


II.3.1. Példa: Indikátor valószínűségi változó 

Legyen (A, $, P) Kolmogorov-féle valószínűségi mező, A € $ egy pozitív 
valószínűségű esemény: p — P(A) 5 0. Az X : ) —G R függvény definíciója 
a következő: X(w) — 7. 8 ; § . Ekkor X diszkrét valószínűségi változó, 
melyet indikátor valószínűségi változónak nevezünk. Jelölés: X € I(A). 
Az X eloszlása : po — P(X—0)—p, p—P(X—1)—1-— p. 








II.3.2. Példa: Binomiális eloszlású valószínűségi változó 

Legyen (0, $,P) Kolmogorov-féle valószínűségi mező, A € $ egy poz- 
itív valószínűségű esemény: p — P(A) 5 0. Hajtsunk végre egy n-szeres 
kísérletsorozatot. Vegye fel X azt az értéket, ahányszor A bekövetkezett a 
kísérletsorozatban. X lehetséges értékei tehát 0), 1, 2, . . . n. Az egyes értékek 
felvételének valószínűségei, azaz X eloszlása: 
Pk — P(X— kh) — (mp 1 —pet (Mpt , k—0,1,2,...,n 
Ugyanis 
[w: X(w) —k) -AA::. A: AA::-:A AA: A AA. AA... A oks 

k-szor (n—k)-szor (k—1)-szer (n—k—1)-szer 


ad AA or As AA és ák 
S ma e — 


(n—k)—szor k—szor 
A jobb oldalon álló események egymást kizárják, és mindegyikük valószí- 
nűsége a függetlenség miatt p" . 977". A tagok száma FETERJT — 64 mert 


n elem olyan ismétléses permutációiról van szó, ahol k, illetve n — k elem 
megegyezik. 

A px valószínűségek eloszlást alkotnak, hiszen a binominális tétel szerint: 
Pole (pet (piha) 1 —1. 

70 70 

X-et n és p paraméterű binomiális eloszlású valószínűségi változónak nevez- 
zük. 

Jelölés: X € B(ín, p). 

Nyilván B(1, p) — I( A), tehát a binomiális eloszlás az indikátor eloszlás kiter- 
jesztése. 
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ENZÜL ( €a alszls 


II.3.1. ábra A binomiális eloszlás n — 20,p — 0.5 paraméterekkel 


II.3.3. Tétel: A binomiális eloszlás p, elemeire teljesül, hogy 


a.) p— AE 2 pa, (k—1,23,...,n) , po— at. 
b.) Ha a — [(n- 1) - p], ahol [z] az egészrészt jelöli, akkor pa 2 pr , (k — 


0,1,...,n). 





Bizonyítás: 
a.) Pk (petan-t — 2-kti Pp 
Bici (a) ottan ket k g 


b.) A fenti azonosságból adódik, hogy px 2 Pk-i SE. 21 S 
(n31)p2 k, illetve px C pri E EKET £1 S 

(n41)p £ k. Innen már látható, hogy ha az a indexre a — [(n - 1)pl], 

akkor a hozzátartozó eloszlásérték nagyobb a többinél. Az is megmu- 

tatható, hogy ha (n--1)p maga is egész szám, akkor az a — (n--1)p , a—1 

indexekhez tartozó valószínűségek egyenlőek, és a többinél nagyobbak 

lesznek. Mi 





II.3.3. Példa: Poisson-eloszlású valószínűségi változó 
Ha egy X valószínűségi változó értékkészlete a természetes számok halmaza: 
EF-—-—N-— (0,1,2,...,n,...), eloszlása pedig pr — P(X — k) — 217) szk 
0,1,2,..., ahol A 50 akkor X-et A paraméterű Poisson-eloszlású valószínű- 
ségi változónak nevezzük. Jelölés: X € Po(A). 


60 II. FEJEZET A VALÓSZÍNŰSÉGI VÁLTOZÓ 





PINESIK öloszlés, .a bdazi 
a 


MAI 
MA. ge ég ya b mt A AT elk 


II.3.2. ábra A Poisson-eloszlás A — 1 paraméterrel paraméterekkel 


A fenti valószínűségek valóban eloszlást alkotnak, mert 


— a AK CA CAS AK fs VANYOS 
ap-z me Se ezése]: 





II.3.4. Tétel: Jim (pay Eszi 2pe7A azaz a Poisson-eloszlás a binomi- 


po0 
np—-A 


ális eloszlás határesete, amikor a kísérletek száma (n) minden határon túl 
nő, ag A esemény p valószínűsége pedig 0-hoz tart, miközben az np szorzat 
állandó. 


Bizonyítás: Jelölje most b(k,n,p) — (par. A II.3.3 tételben láttuk, 


b(k.n., n — n 1-—k Fi 
hogy geg — EZ — SE G 2, hiszen np — A , (1— k)p — 


0 , k(l— p) — k a feltételek miatt. Másrészt 0(0,n,p) — (1— p)" — 
1— 2)? 6 e7) is. Így ED —) A miatt b(1,n,p) — A - e7A. Hasonlóan : 

n § b(0n,p) 
KErJi a 3 miatt b(2.n,p) a . e7). Folytatva az eljárást, a tétel állítását 
kapjuk. MB 





Megjegyzés: A Poisson-celoszlás jól alkalmazható olyan n-szeres kísérlet- 
sorozat modellezéséhez, ahol a kísérletek száma nagyon nagy, viszont a meg- 
figyelt esemény valószínűsége 0-hoz közeli. 

Például: 


e egy adott térfogatban időegység alatt elbomló atomi részecskék száma; 


e a mikroszkóp látóterébe bekerült egysejtűek száma; 
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e időegység alatt a telefonközpontba beérkező hívások száma; 
e időegység alatt bekövetkező rádióaktív bomlások száma; 
e egy süteményszeletben található mazsolák száma; 


e egy könyvoldalon található sajtóhibák száma; stb. 


Az említett esetekben binomiális eloszlás alkalmazása körülményes lenne, 
mert a binomiális együtthatók számolása a nagy n miatt túlcsorduláshoz, 
illetve számolási pontatlanságokhoz vezethet. 


II.3.4. Példa: Geometriai eloszlású valószínűségi változó 
Legyen A egy véletlen kísérlet, és (2, $,P) a hozzátartozó Kolmogorov-féle 
valószínűségi mező, A € $ egy pozitív valószínűségű esemény: p — P(A) 5 0. 
A A kísérlethez tartozó kísérletsorozatot addig hajtsuk végre, amíg az A 
esemény be nem következik. Az X valószínűségi változót értelmezzük úgy, 
mint az A esemény bekövetkezéséhez szükséges ismétlések számát. X-et p 
paraméterű geometriai eloszlású valószínűségi változónak nevezzük. Jelölés: 


X € G(p). 














I VÉ; eloszlás 


f-i 
a 


I 03 a Fo 9 II Od3 0 I8 dr da zi 023 B df 38 
2 d 6 8 dü az da ak od 20 2? Ja 6 24 


II.3.3. ábra A geometriai eloszlás p — fi paraméterrel 
X lehetséges értékei : 1,2, 3.4, . . . , azaz a pozitív egész számok. X elosz- 
lása: p— P(X — k) — (1 pp - gp, hiszen fw: X(w) — kh) — 
-A-A-..... A -A, és a független végrehajtás miatt az esemény valószí- 
asztal ZCeANASESESRL - 





(k—1)-szer 
nűsége: ggg: p — gő !p. A geometriai sor összegzőképletét fel- 
használva láthatjuk be, hogy ezek a valószínűségek valóban eloszlást alkot- 


nak: $ 2 Dag p-pY a PT jú Vé 
k—1 k-1 k7-0 
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Megjegyzés: A geometriai eloszlás örökifjú tulajdonságát a következőképp 
lehet interpretálni: attól, hogy egy esemény az ismételt végrehajtás során ré- 
gen fordult elő, még nem fog a bekövetkezési valószínűség megnőni! 


II.3.5. Tétel: (A geometriai eloszlás örökifjú tulajdonsága) 
P(X — mi kIX 5 m) — P(X — k) , Vm, k-ra, azaz annak feltételes való- 
színűsége, hogy a következő k végrehajtás végén bekövetkezik az A esemény, 
amennyiben az előző m megfigyelés alatt nem következett be ugyanannyi, 
mint annak valószínűsége, hogy éppen a k-adik végrehajtás után következik 
be az A esemény. 














Bizonyítás: 
s — P(X-mik.Xom) — P(X—-m-k) — amtk-i 
P(X—mikI]X5m) P(X5m) P(Xsm) s EZ 
SZ ; 
- ez-e gp P(X—k). 
amin 3 an 7 


II.4. Folytonos valószínűségi változók 


II.4.1. Definíció: Legyen X az (2, S, P)-n értelmezett valószínűségi vál- 
tozó, melynek értékkészlete kontimuum számosságú. Jelölje Fx az eloszlás- 
függvényt. X-et folytonos valószínűségi változónak nevezzük, ha Fx ab- 
szolút folytonos, azaz létezik 18 Riemann Da fx: RO R 


függvény, melyre fennáll az Fx(rx - J Tx(t (zt € R) összefüggés. 


Az fx függvényt az X valószínűségi változó ke az Fx eloszlásfüggvény) 
sűrűségfüggvényének nevezzük. Ha Fx abszolút folytonos, akkor folytonos is 
és majdnem mindenütt diflerenciálható, azaz pl. véges sok helyen lehet csak 
töréspontja. sza — fx(r), ha x folytonossági pontja fx-nek. 





Megjegyzés: 
a.) A diszkrét valószínűségi változók nem folytonosak, már csak azért sem, 


mert eloszlásfüggvényük nem folytonos. 


b.) Léteznek olyan valószínűségi változók, melyek se nem diszkrétek, se nem 
folytonosak. Ezek az általános valószínűségi változók, melyekkel a továb- 
biakban mi nem foglalkozunk; a gyakorlatban ritkán fordulnak elő. Pl. 
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az az X általános valószínűségi változó, melynek eloszlásfüggvénye: 
: har—-0 


e 


Fx(r) — ori J eF dt, hazr50 


II.4.1. Tétel: (A súrúségfüggvény tulajdonságai) 
Legyen X az (2, S, P)-n értelmezett folytonos valószínűségi változó. Akkor 
az fx: R— R sűrűségfüggvényre teljesül, hogy 


a.) fx(2) 20 
oo 
b.) f fx(t) dt — 


Bizonyítás: 

a.) Mivel Fg monoton nem csökkenő, és sze) — — fx(z), ha z folytonossági 
pontja fx-nek, következik az állítás. 

b. e Tü Fx(z) vég KUSS Tx(b) sa Tx(t ) dt. B 
Megjegyzés: 





a.) A sűrűségfüggvény a folytonos valószínűségi változóknál ugyanazt a szere- 
pet tölti be, mint diszkrét valószínűségi változóknál az eloszlás. Ugyanis 
tetszőleges a € R és st úA § -ra s XX catAr) — 


Fx(atA Tr) — tf "fi dt — fx(a"jA x, ahol a £ a" c atAz. 


Ha A x kicsi, akkor Mán 3 v. így P(a 2 X c atAr) z fx(ajár 
Tehát az X valószínűségi változó az a környezetében az fx(a) értékkel 


arányos valószínűséggel tartózkodik. (Az fx(a) érték lehet 1-nél nagyobb 
is!) 


b.) fx(r) £0, ha A E. 


II.4.1. Példa: (Az egyenletes eloszlású valószínűségi változó) 
Az X az la, b] intervallumon egyenletes eloszlású, ha eloszlásfüggvénye: 





0, za 
Fx(2j et tú ém Eb. 
1, 25 b 


sz € (a,b) 


Jelölés: X € U(la , b]). Ekkor a sűrűségfüggvény: fx(r) — ( 0.2 £ (a,b) 
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II.4.2. ábra Az [1,3] intervallumon egyenletes eloszlás sűrűségfüggvénye 


Megjegyzés: Az X € U(la , b]) valószínűségi változóra jellemző, hogy 
bármely A hosszúságú szakaszon azonos valószínűséggel veszi fel értékeit. 
Tehát, ha c,c-FA € [a,b], akkor 
P(c2X4cc34A)—Fx(c44A)—Fx(d era. 4-8 

A valószínűség egyrészt nem függ a részintervallum c kezdőpontjától más- 
részt éppen a részintervallum és a teljes intervallum hosszainak arányával 


egyenlő. 








II.4.2. Példa: (Az exponenciális eloszlású valószínűségi változó) 
Az X valószínűségi változó A 5 0 paraméterű exponenciális eloszlású, ha 
eloszlásfüggvénye 


1—e72T rs0 
Fx(a)— 0. :20 
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Jelölés: X € EO). 
EE ENE STT NNTNNE 7 hez 50 
A sűrűségfüggvény Fs(r) — fx(r) — 


0, egyébként 


Megjegyzés: Exponenciális eloszlással a gyakorlatban berendezések élet- 
tartamát szokás modellezni. De exponenciális eloszlásúnak tekinthető tömeg- 


beérkezési ideje is, vagy a rádioaktív atomok elbomlási ideje is. 











II.4.3. ábra A A — 1,2,0,5 paraméterű exponenciális eloszlások 
eloszlásfüggvényei 


0.5. 


II.4.4. ábra A A — 1,2,0,5 paraméterű exponenciális eloszlások 
sűrűségfüggvényei 
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II.4.2. Tétel: (Az exponenciális eloszlás örökifjú tulajdonsága) 
Legyen X folytonos eloszlású valószínűségi változó P(X c r) — F(r) elos- 
zlásfüggvénnyel. Akkor P(X c 24tIX21)— P(X c 1) VO c z l-re 
JA50: F(2)—1—e7T 25 0, vagyis X € EO). 


Megjegyzés: X azért , örökifjú", mert annak feltételes valószínűsége, hogy 
X legfeljebb r - t-ig él, ha már r-et megélt egyenlő annak valószínűségével, 
hogy X legfeljebb Z ideig él, azaz a túlélési kondíciók az idő múlásával nem 
csökkennek, hiszen 0 és t között ugyanaz a túlélési esély mint z és T-t 
között. A tétel azt állítja, hogy az exponenciális eloszlás az egyetlen , örök- 
ifjú" a folytonos eloszlások között. 


Bizonyítás: € 
Legyenek 0 — x,t tetszőlegesek, ekkor 
P(X é4z4t Ix s 7) — PlírcXcartt) — Fx(rtW9)—Fxím) — 1—€—M(ET) 1ge—at 


P(X2r) 1—Fx(r) 1—1--e— Az 

-1—e7-M—P(X c 1). 
Legyen G(2)——1— F(z)— P(X2 2). Ekkor VO c x,t-ra 
P(X cz3tlX22)—P(X cat) — 52 — 1 — G(2), 
azaz G(x 41) — G(x)G(t). 
Tehát G(2t) — (G(1) , G(3t) — GEDG(H) — (Gt Jasszóln — (GW) . 

Másrészt nt — s-re: G(s) — (G(2))" , azaz G(£) — (G(s5))" 
Így G (mé) — (G(2))" — (G (s) 7, azaz s — 1-gyel G(2) — (GAY. 
Tehát tetszőleges 0 — r € O racionális számra fennáll G(r) — (G(1))" . Mivel 
G is és az exponenciális függvények folytonosak, így vr 5 0 valós számra is 
fenn kell állnia G(z) — (G(1))"-nek. De G(1)—1— F(1) c 1 miatt JA 5 0, 
hogy G(1) — e7? legyen. Behelyettesítés után G(r) — e", Vr 5 0, azaz 
F(r)—-1—e7, XeE().M 








II.4.3. Példa: (A normális eloszlású valószínűségi változó) 
Az X valószínűségi változó u € R és c 5 0 paraméterű normális eloszlású, 


ség 
E dt 2 ER. 





ha eloszlásfüggvénye Fx(r) — 6,.(T) — 7 
Jelölés: X € N(u,c). i 
Az X sűrűségfüggvénye: fx(r) — 94o(r) — ——e a € R. Ha 





X € N(0,1), akkor standard normális eloszlásról beszélünk. Ilyenkor 


1 4.183 


Poa(z) — p(z) — szei és Po 1(z) — 8(r) — veri f e7 dt 
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II.4.5. ábra Az N(—1,0,5) , N(0, 1) és N(1, IJnormális eloszlások 
eloszlásfüggvényei 








II.4.6. ábra Az N(—1,0,5) , N(0, 1) és N(1, normális eloszlások 
sűrűségfüggvényei 


II.4.3. Tétel: (A 9 Gauss-függvény tulajdonságai) 


a.) 9(—r) — 9(r), vagyis 9 páros függvény. 


b.) lim e(z)— lim e(r) — 0. 


Tattoo 4—$—ön 
c.) —z — (0) 2 (2) 50 , VrER. 


d.) e inflexiós helyei a 41 és —1, azaz p/(—1) — 9"(41) — 0. 
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oo 
a p(r) dr — 


Bizonyítás: Az a.) és b.) állítások nyilvánvalóak. 
c.) és d.) 9(z) — ze ro(r)— 0 :7-0 
e"(2) — —p(a) — 29) — elm) (2? —1)-0 6 2— I 
a AI, —1 inflexiós pontok. 
9"(00——e(0)€0 5 a0 TEMISE maximum van. 

Too 2 2 oo hoo 

e.) (/ e a) - a ess JT e du — H; .J et didu áttérve 
at Si. cosa, 4 —r:-sina Holárkoordíttátákra: úl 


8 4 2 — 2, KÖGE fs ési 

















sina rcosa 


-4hoo oo 00 
HE J e7 és ÉSE d/du — és [ 7. r.e7 laz 2: —e7] — 27, ahonnan már 
Zázbő o 


következik az állítás. . 


II.4.4. Tétel: (A 6 eloszlásfüggvény tulajdonságai) 


a.) 6(2)—1— 6(—), Vz 5 0, azaz Ő grafikonja szimmetrikus a (0, 5)-ra, 


b.) $ szigorúan monoton növekedő, 








dá al 3 k2k-41 
c.) ö(r) a bi t merit 137 7 SZETT 1 T 2), VES 0, 
d.) dim $(r)— 1, im $(r) — 0. 
Bizonyítás: 
a. - felt tsz) 1)dt—1 del t$)dt—1— f e(t) dt — 
ils 3 . ii 


b.) Igaz, mert $"(r) — 9(z) 5 0 (II.4.3 tétel c.) része). 





c.) p(r) — vera — Vor] pt 12 és ahonnan már következik az állítás. 





d.) Nyilvánvaló következménye a II.4.3 tétel e.) részének. MI 
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II.5. Valószínűségi változók transzformációi 


II.5.1. Tétel: Legyen X diszkrét valószínűségi változó 
A — (rxrok — 0,£1,-42,...k értékkészlettel és p4 — P(X — xx) eloszlás- 
sal. Legyen t : A B tetszőleges függvény, B — (y;;j — 0.41, 2, . . .). 
Akkor az Y — t(X) diszkrét valószínűségi változó értékkészlete B, eloszlása 


P(Y—y)— 9 px lesz. 


Var:T(Trk)—Vj 


























Bizonyítás: Mivel az fw; X(w) — Tr) nívóesemények különböző k indexek 
esetén egymást kizárják, és (w; Y(w) — yj) — JJ  (wX(w—rkb a 
Vap:t(3p)—yj 
valószínűség c-additivitásából már következik az állítás. IN 


II.5.1. Példa: Ha X € B(n,p) és t(z) — n — x, akkor 
Y —t(X) € B(n,1— p), hiszen P(Y—k)—P(X—-n-k) 
Gépet — pjt (1 — pp. 








II.5.2. Példa: Ha X € Po(A) és t(r) — ( he ks s. a ; 


Y —t(X) értékkészlete B— (0, 1,..., 11) és eloszlása 


21e7A, hak 10 
P(Y — k) — LLNE 

( ) 1—9737e7), hak— 11 
1-0 


akkor az 


II.5.2. Tétel: Ha X olyan folytonos valószínűségi változó, hogy 
P(X E 4A)— 1 valamely AC R halmazra, és t : A 5 B szigorúan monoton 
függvény, akkor az Y —t(X) is folytonos valószínűségi változó lesz, és 
Fy(y)— Fx(tt(y)), hat sz.m.T 
VAY 1— Fx(t1"(y)), hatszm.l 7 


fr(y) — fx(rt(y)) 2 


dy 


illetve 








Bizonyítás: Mivel t szigorúan monoton, ezért invertálható is. Ha t növe- 
kedő (csökkenő), akkor az inverze is növekedő (csökkenő). Ha t szigorúan 
monoton növekedő, az (fw:t(X(w)) c yb és az fw; X(w) c t1(y)h nívóe- 
semények ekvivalensek, a t leképezés invertálhatósága miatt. 

Így Ty(W)— PG cy)— PU) c) —P(X cry) — Fx(rt(y)). 

Ha t szigorúan monoton csökkenő, akkor az (w; t(X(w)) Cybk és az 

f[w; X(w) 5 t11(y)) nívóesemények ekvivalensek, és Fy (y) — P(Y c y) — 
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P(K((X) cy)— P(X 5 t1(y)) — 1— Fx(t71(y)). Deriválás után adódik a 
sűrűségfüggvényekre a képlet. Hi 


II.5.3. Példa: Ha az X standard normális eloszlású valószínűségi vál- 
tozó, mi a sűrűségfüggvénye az Y — X? valószínűségi változónak? 

Ha z 50: P(Y c 2) — P(X? c 1) — P(IXI c vrT) — 
— P(—-/1 c X c VT) — 8(vI)— 8(— VT) — 28(vV2) —1 — deriválás után 
kapjuk a sűrűségfüggvényt: fy(r) — 29(V2) zzz zi ee? , haz 5 0. 











II.5.4. Példa: Ha az X 4, c paraméterű normális eloszlású valószínűségi 
változó, mi a sűrűségfüggvénye az Y — e? valószínűségi változónak? (Y az 
ú.n. lognormális eloszlású valószínűségi változó). 

P(Y c 1) — P(e" car) — P(X cin) — Fx(lnr) — b (B), így 

n x—, a 
f(x) — get. 


2roxr 





A II.5.2 tétel speciális esete az alábbi, mely véletlenszám generálásoknál 
hasznos. 


II.5.3. Tétel: Ha U a [0,1] intervallumon egyenletes eloszlású és F(y) 
egy szigorúan monoton növekvő eloszlásfüggvény azon az intervallumon, ahol 
0 c F(y) c I, akkor az Y — F7Y(U) valószínűségi változó eloszlásfüggvénye 
éppen F(y) lesz. 


Bizonyítás: 
Először is megjegyezzük, hogy egy szigorúan monoton növekvő függvénynek 
létezik az inverze. P(Y c y)— P(R-(U) c y — P(F((U)) c F(y)) — 
P(U c F(y) — F(y). mert F(y) € [0.1]. MI 


Megjegyzés: A II.5.3 tétel lehetőséget ad arra, hogy a számítógépek egyen- 
letes eloszlású véletlen számokat generáló rutinja segítségével tetszőleges in- 
vertálható /(w) eloszlásfüggvényhez tartozó véletlen számokat előállítsunk és 
azokat szimulációs programokhoz felhasználjuk. 


A következő tétel az előző megfordítása: 
II.5.4. Tétel: Ha X eloszlásfüggvénye F(y) egy szigorúan monoton nö- 


vekvő eloszlásfüggvény azon az intervallumon, ahol 0 c F(y) c 1 , akkor az 
U — F(X) valószínűségi változó egyenletes eloszlású lesz [0, 1]-en. 
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Bizonyítás: 
Először is megjegyezzük, hogy egy szigorúan monoton növekvő függvénynek 
létezik az inverze. Legyen 1 € [0, 1] tetszőleges! 
P(U £y)— P(R(X) c — PIT AP) c Fly) — 
—- P(X c F-M(y) — F(F7(y)) — , ezért U € U (IO, 1]) . MI 


II.5.5. Tétel: (Lineáris transzformáció) 
Ha X folytonos valószínűségi változó, és t(r) — az -- b, a / 0, akkor az 
Y —t(X) — aX 1-5 lineáris transzformált valószínűségi változó eloszlásfügg- 
4 Fx 2) haa50 
F s ég 
vénye Fv(y) ( 1—Fx(A), haac0 
fr) — af (7) 


, sűrűségfüggvénye pedig 





Bizonyítás: A II.5.2 tétel egyszerű következménye. II 


A következő tétel azt mondja ki, hogy a normális eloszláscsalád a lineáris 
transzformációra nézve zárt: 


II.5.6. Tétel: (A normális eloszlás transzformációs tulajdonságai) 


a.) G.o(2)— 0(75), 


a 


b.) emel) — 4o(FE), vagyis a standard normális eloszlás sűrűségfüggvé- 
nyével és eloszlásfüggvényével teszőleges (4 € R és c 5 0 paraméterű 


normális eloszlású sűrűségfüggvény és eloszlásfüggvény előállítható. 





Bizonyítás: 
sk, 
a) 0-9 --- f eTa--e fest. 1du— 6, a() 
1— EE, at tre §.-k n 


b.) az a.) mindkét oldalát deriváljuk. Mi 


II.5.7. Tétel: (Folytonos valószínűségi változó diszkretizálása) 


Legyen X folytonos valószínűségi változó, és t(r)— 27 ywI(r €lrxk-i.rx)), 


k——oo 
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ahol 0 2 r, £ 1 szigorúan növekedő sorozat, 
— f 0, haz Élrr-i,rx) 
Teen ( 1, haz € [rxan Tr) 


Ekkor Y — t(X) diszkrét valószínűségi változó lesz (. . . , V-1, yo, y1. y2, . . .h 
értékkészlettel és P(Y — 1) - Tx(u) du eloszlással. 


Tk 
Bizonyítás: P(Y — 4) — P(rr-i EX crr)— f fx(u)du.lHi 


II.5.5. Példa: Legyen X € E(A) , t(z) — [z]-- 1. Ekkor 
k 
k 


Y-t(X)EG(1— e). HisznP(Y —k)— f he9tdz— [1—e€777], , — 
k-1 


(1— (1 — ed (1— e72) . Ha feladatunk valamely (. . . , 4-1, Wo, 1. 42, . . b 
értékkészletű, pr — P(Y — wx) , k — 0, FI, 42, . . . eloszlású diszkrét valószí- 
nűségi változó számítógépes szimulálása, akkor a II.5.7 tétel azon speciális 














k 
esetét kell alkalmazni, amikor X € U(0,1) ésry— 297 Dj. 


J7—o0 
II.5.6. Példa: (Binomiális eloszlású véletlen számok generálása számítógéppel) 


Legyen X € U (0,1) jéletleni szám. Legyen Y — k, ha 

k-I 

ja pi exe Sal J9(1—pj", k—0,...,n. Látható, hogy 
0 


j- 
Y € B(n,p) véletlen szám [őz 


II.6. A várható érték 


II.6.1. Definíció: 


a.) Az X diszkrét valószínűségi változónak akkor létezzék várható értéke, ha 


a 9 Ie:] : P(X — x:) sor konvergens. Ekkor az X várható értékén az 


EX — 9 xzP(X — zr;) sorösszeget értjük. 


jét 


II.6 A VÁRHATÓ ÉRTÉK (3 


b.) 


s 
u 


Az X folytonos valószínűségi változónak akkor létezzék várható értéke, ha 
oo 
az f Iz]: fx(z) dz improprius integrál konvergens. Ekkor az X várható 
oo 
értékén az EX — f r-fx(r)dza számot értjük. 
Megjegyzés: 


Egy valószínűségi változónak nem feltétlenül létezik a várható értéke. 
Később látni fogunk ellenpéldákat. 


Az ú.n. Stieltjes-integrál segítségével a várható érték mind a diszkrét, 
mind a folytonos esetben azonos módon definiálható. Legyen F(r) egy 
eloszlásfüggvény, és legyen g(r) folytonos és korlátos IR-en. Legyen to- 
vábbá ő — (Irx, €x41): k — 0, 41, 12, . . c dm Ty z —oo, lim 3k5 ooh 














a számegyenes egy végtelen felosztása, melynek a finomságát A (ó) — 
sup — (€kri— Tx) jelöli. Képezzük a 97 g(zj)(F(xr41)— F(xx)) 

—cockaoo kzződ 

összegeket, ahol xf az [7r, xi) intervallum egy pontja. A Riemann- 

integrál létezésének bizonyítása szinte szószerint átvihető erre az esetre 

is, és így kimutatható, hogy ha a (—o0, 00) intervallum ő felosztását min- 

den határon túl sűrítjük, azaz, ha A (6) — 0, €BOT az integrálközelítő 


összegek konvergálnak egy határértékhez, amelyet ő. g(r)dF(x)-szel je- 
lölünk, és a g(r) függvénynek az F(z) sályfügevéüytév vonatkozó Stieltjes- 
integráljának nevezzük. A Stieltjes-integrál definíciójából következik, 
hogy ha F(r) egy diszkrét valószínűségi változó EjKAGSKZAS NEK vagyis 
F(x) lépcsős függvény, mégpedig F(x) ugráshelyei 21, €2, . . . , tn, . . . És az 


Ta helyen F(z) ugrása pa, — F(za 40) — F (ra), akkor BA g(a)dF(r) — 





X 9g(ra)pn. Könnyen belátható továbbá, hogy ha F(r) szakaszonként 


sima eloszlásfüggvény, és F"(x) — f(x), akkor f g(zjdF(z) — 


1. 9(2) f(x) dx. Ugyanis, ha F(z) az (a, b) intervallumban mindenütt dif- 


ferenciálható, akkor a Lagrange-középértéktétel szerint 
F(tr41) — F (xy) — f(x) (341 — Tx), ahol zx — 7, Ca Tryi, és így ha 
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00 


24— zpakkora D 9 (ap) (F(z)— F(m))— DD 9(z) fa) (mm — 1) 


REzbó k——oo 
összeg éppena f g(r)f(r)dz Riemann-integrál integrál közelítő összege! 
Tehát, ha most g(r) — r, mind a diszkrét, mind a folytonos esetben a 


oo 
várható érték Stieltjes-integrállal írható fel: EX — f a -dFx(x). 
II.6.1. Tétel: Legyeng: RG R tetszőleges valós függvény. Ekkor, ha 
az Y — g(X) valószínűségi változó, és létezik a várható értéke, akkor 


a.) ha X diszkrét : EY — )" g(x:) : P(X — xz;), 


set 


oo 

b.) ha X folytonos: EY — f 9(z) : fx(z)dz 

Bizonyítás: 

Diszkrét eset: 
Legyen az X diszkrét valószínűségi változó értékkészlete a V megszámláható 
számhalmaz, az Y — g(X) diszkrét valószínűségi változóé pedig 
W — (fv: yv— g(r) .T € Vh. Ekkor definíció szerint: 
EY— $yP(Y—-wyj—-EDy 9) P(X-r- 


yeW yeW 





TEV :g(r)—y 
- 3 9. 9(2P(X—2)— MY 9(9dP(X— 2). 
VEW LEV :9(2)—y TEV 


Folytonos eset: 
Tegyük ik fel, hogy g elileténeiálhatós Ekkor a II.5.1. tételt alkalmazva: 


EY — f yfv(w) dy J yfx(9 (w)) dy 
Hé A az y — g(z ); változócserét: 


— 9) ) dr. MI 








a TT 


II.6.2. Tétel: Legyen az X valószínűségi változónak várható értéke EX. 
Ekkor az Y — a :- X 1 b valószínűségi változónak is létezik várható értéke, és 
EY — aEX 1- b. 


Bizonyítás: 
Alkalmazzuk a II.6.1. tételt a g(r) — az - b lineáris függvényre! 
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a.) diszkrét e eset: 
EX — S láss ED B S pit b: SZE EX1 b. 


szd 51 1-1 





b.) folytonos eset: 
-4oo oo too 
EX — f (azrb)fx(a)dr— a: f zrfx(r)dzi-b: f fx(r)dz — 
a: EX 1b-1. MH 


Következmény: A konstans valószínűségi változó várható értéke önmaga. 


II.6.1. Példa: (Az indikátor eloszlás várható értéke) 
Az eloszlás : P(X—1)—p, P(X—0)—1—p-— a. EX—-1-p30-ag— p. 














II.6.2. Példa: (A binomiális eloszlás várható értéke) 
Az eloszlás : pp — P(X —k)— (9) pt (1 —p) et (Mpt ge 





kg 1 82 itat 

EX—- Yk.p— HD k. ()ptar — 
kzü k—0 

Ez (Dpta7 üi 205 T- TDIG- pp" ge 





e (n—1)! det gas k-1) — k—1 n—-1—a 
DS 85 TETT (KET) JT P ez np 20 ETETESITŰ g 7 
-np 5 (éz j pr asa -np: (Pp aj gy — np, azaz EX — np. 


II.6.3. Példa: (A Poisson-eloszlás várható értéke) 
Az eloszlás : pr zs 257), ke 0 12. 





ss vga 
Ex Pk. m- Ék3 ESG — e AR úr 
kz0 k—1 k—1 
— A. e. e) — A. 


II.6.4. Példa: (A geometriai eloszlás várható értéke) 
Az eloszlás s 1) HE P(X sk e(l-pypag-p ke128,: 
EX — 9 km — Do kegftp— 9 (k—1)-gtpa Datp-g EX 41, 
k—1 k—1 k—2 k-1 
ahonnan EX-et kifejezve EX — —— — . adódik. 


4—ú 
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II.6.5. Példa: (Az egyenletes eloszlás várható értéke) 
"60 2 2 b 2 2 
EX — f 2. fx(m)dr Sz szdr— 5 5] VETETT SI 








II.6.6. Példa: (Az exponenciális eloszlás várható értéke) 
oo 00 00 
EX — f 2. fx(r)dr— f 7: her dr — [redTT - fe" dr — 
f f 


-0- ere — 4. 


II.6.7. Példa: (A normális eloszlás várható értéke) 


a.) Standard normális eloszlás 


oo 00 2 
EX — f 2. fx(r)dr — J 2.7-e7 dr — É 


SZE 





b.) Az általános eset, X € N(4,c). 
oo 00 00 
EX — f 7. fx(r)dr— f z-enolr)dr— f z-3p(5t) dr — 





a 
gy 
00 


- f (ov) -elydy— of volydyen felm dy— 00-44-1 — 4. 


Tehát a normális eloszlás 4 paramétere a várható értéket jelenti. 


II.7. Magasabb momentumok, szórásnégyzet 
II.7.1. Definíció: Az X valószínűségi változó n-edik momentumán az 
X" valószínűségi változó várható értékét értjük, ha az létezik. Jelölés: un — 
EX". 
Megjegyzés: 


a.) diszkrét esetben: un — 9)" r7P(X — zx;). 


isi 


Too 
b.) folytonos esetben : un — f 27: fx(r) da. 


sőn 


II.7 MAGASABB MOMENTUMOK, SZÓRÁSNÉGYZET TT 


II.7.2. Definíció: Az X valószínűségi változó szórásnégyzetén vagy vari- 
anciáján az Y — (X— EX)? valószínűségi változó várható értékét értjük 
(amennyiben az létezik). Jelölés: 092X — E(X— Ex). 

Az X valószínűségi változó szórása a szórásnégyzet pozitív négyzetgyöke: 


oX-3/EG—EX). 


Megjegyzés: 


a.) diszkrét esetben: 62X — Y(x;— EX)? -P(X — z;). 


51. 


oo 
b.) folytonos esetben :02X — f (21— EX)? : fx(z) dr. 
II.7.1. Tétel: Legyen X olyan valószínűségi változó, melynek létezik 


szórásnégyzete. Ekkor minden valós x esetén: 
07X — E(X— EX)? c E(Xx — 192. 


Bizonyítás: A bizonyításban felhasználjuk a várható érték additív tulaj- 
donságát, melyet majd a III.4.6. tételben bizonyítunk. 

Legyen g(z) — E(X — 1)? — E(X? —2X - 1-4 1?) — EX? —25- EX 4 22. 
Mivel g(z) — 27 —2 EX — 0, akkor ha z— EX és g"(r) — 2 5 0, ezért az 
xz—- EX hely minimumhely, ami már igazolja az állítást. II 





Megjegyzés: Az X valószínűségi változó értékei a várható érték körül 
ingadoznak a legkisebb mértékben az összes valós szám közül, és ezt a min- 
imális ingadozást, bizonytalanságot jellemzi a szórásnégyzet. Ha tehát egy 
valószínűségi változónak nagy a szórása, értékeit bizonytalanul tudjuk csak 
megbecsülni. Ha a szórásnégyzet kicsi, a bizonytalanságunk a változó értékeit 
illetően csökken. Ad abszurdum, a konstans szórásnégyzete 0. 








II.7.2. Tétel: 52X —0 P(X—EX)-—1. 
Bizonyítás: Ha X diszkrét, akkor 
0— 0?X — 


vi Vi:ri SEX 

S Vi : TA EX P(X — r) —0 

a Y P(X-r)—-P(X7EX)—-0 
Vi:r EX 

S  P(X—EX)—1. MH 
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II.7.3. Tétel: (Steiner formula) 
9X — E(X — a)? — [E(X — a) 2, minden a € R-re. Speciálisan a — 0-ra 
o2X — EX? - [EXD. 





Bizonyítás: Legyen a €R tetszőleges ! 
E(X — a)? — E(X? — 2aXx 7- a?) — EX? — 2a- EX 1 aZ, 
[EGX — a)? — [EX — ap — [EXP — 2a- EX 7 a? 
Így ECX — a)? — [ECGX — a)? — EX? — JEXDP. 
Viszont c2X — E(X — EX)? — E(X? — 2X . EX 3 [EXI) — 
— EX? -— 2EX . EX - [EX — EX? — JEXT , amiből már következik az 
állítás. Mi 














II.7.1. Következmény: Mivel 62X — E(X— EX? 50 — 
EX? 5 [EXJZ, tehát, ha X második momentuma (így a szórásnégyzete is) 
létezik, akkor a várható értéknek is léteznie kell! 


II.7.4. Tétel: o?(aX 1-b) — a? 5? X, minden a,b € R-re. Azaz a szórás- 
négyzet eltolás invariáns. 


Bizonyítás: 
ot(aX 4 b) — E(aX 1 b)? — [E(aXx -- b)? — 
— a?. EX? 4 2ab EX 7 b? — a? . [EXI? — 2ab - EX — b? — 
— a? - (EX? — [EXI?) — a? - 02 X. B 





II.7.3. Definíció: Egy X valószínűségi változó standardizállján az 


kese ineáris transzformált valószínűségi változót értjük. 








édi 


Megjegyzés: EX— 0, c2X —1. 


II.7.1. Példa: (Az indikátor eloszlás szórásnégyzete) 
9X7-(1—p?-pr(0—p9-a— 9 -prr-a— pala p) —pa—p(i —p). 








II.7.2. Példa: (A binomiális eloszlás szórásnégyzete) 
02X — EX? — [EXB, 


-HR:m- E Ör HR. (datart 





7 
- ET TE ITT pp" 97" EX -— 
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1-0 Ea ege pe ge 4 np — 


—n.-(n — 1)p? bz (5) pg 4 np — 


—-n-(n—-1) -p" :(phg)7 b np — n?p? — np? 2 np. 
Így 92X — nép? — np? 4 np — (np)? — np(l — p) — npa. 





II.7. a Példa: (A Poisson-eloszlás szórásnégyzete) 
- ÉR gé 51 sslisa Ek: (k- ÍR Pk — BR HA — 
k70 


— AZ . s VEAÉS Fa je A.ARAZAZA 


Így 92X — EX? [EX]? — A2 3 A — 2 — A. 








II.7.4. Példa: (A geometriai eloszlás szórásnégyzete) 
-ÉWa k1p- 9 ((k—1)942k—1)-ap—g-EX?32EX—1 — 


—g: EX. -k 25 — 1. Innen EX72-et kifejezve: EX? — s 
Így 92X — EX? (lExpP—22-3—- 3-5 


p p p pi 














TI.7. éa Példa: (Az egyenletes eloszlás szórásnégyzete) 
b gjá ezé 
27 3 (mdz— f 22. 4 dr — d E] — d SES 2: SSZESÜSA 


3 Fatt 








HA — a?-ta:b-b2 (a-b)? a2—2ab3b2 . . (b—a)? 
62X - EX? - IEXD SZ 4 12 ; 6 





II.7. §. Példa: KA expőnenetélta eloszlás szórásnégyzete) 


sz ax r)dr — j2 x2 . heTAT dr — [edd jé; Tf 2xe707 dr — 
fÓ 





gk 


-042f ade0rdr—2.1— 2. így 02X — EX2—[EXP — 2. — (1)? — 
o 


II.7.7. Példa: (A normális eloszlás szórásnégyzete) 
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ne randaró normális eloszlás 
ee dz- [77 JT da— [2-2 zef da — 
a2 1 -teo érés 22 
- gi : Cje t si ezezőlli E dr SO pi zd 
Így 2X — EX? [EXP—-1—0— 1. 











Az általátios eset, X E Ne a). 
si 7 r)dz — 2 x . 0.a(7) dr — 


c 
ált 


ő 22. 59(F) dr — T (oy 4 2 - el) dy — 


EZÉ 


-Hoo oo too 
— o? f velydy 2 -o f volyydy 44? f ely) dy — 
—o0?-1424-c:-0442-1—6?- 42. 
Innen 02X — EX? — [EXP — 023 4? — u? — c?. Tehát a normális 


eloszlás c paramétere a szórást jelenti. 


II.8.  Kidolgozott feladatok és gyakorlatok 





0, hazC1 
II.8.1. Feladat: Mutassuk meg, hogy az F(X) — ( e, 63 
(Xx) ETT har51 


függvény nem lehet eloszlásfüggvény! 


Megoldás: Mivel lim F(r) — 2, ezért a c.) tulajdonság sérül. 
HELL 
II.8.2. Feladat: Egy csomag magyar kártyából találomra kihúzunk egy 
lapot. Vegye fel X a kártya pontértékét! (alsó:2, felső:3, király:4, ász:11, 
hetes:7, nyolcas:8, kilences:9, tizes:10). Adjuk meg és ábrázoljuk a eloszlás- 


függvényét! 


Megoldás: X értékkészlete a 12,3,4,7,8,9,10,11) számhalmaz. Minde- 
gyik í értéket P(X — i) — 1/8 valószínűséggel veheti fel. Így az eloszlásfügg- 
vény: 
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0, ha zé2 
1/8, ha 2461£3 
2/8, ha 3—€rC4 
3/8, ha 4crCT 
Fx(r)— A 4/8, ha 7c1Xc8B 
5/8, ha 8—c7€9 
6/8, ha 9-crC10 
T/8, ha 10c2€11 
1, ha II cz 











1 ász 

1 

ez 
081 
PEES 
0.6- 
s 
ol 
PSSSÉSEEÉSSEB 

] ús 

0.2: 
FERB 
8 ű j ÉGEK 
u Tag BO 12 a 


II.8.3. Feladat: A véletlen kísérlet az, hogy n darab dobozba vélet- 
lenszerűen golyókat helyezünk el úgy, hogy minden elhelyezésnél bármelyik 
doboz kiválasztása egyformán valószínű. Akkor állunk meg, ha észrevesszük, 
hogy az egyes számú dobozba bekerült az első golyó. Jelölje X a kísérlet 
befejeződésekor az elhelyezett golyók számát. Adjuk meg az X eloszlását! 


Megoldás: Annak a valószínűsége, hogy az egyes számú dobozba ejtünk 
egy golyót p — h, annak, hogy nem ebbe kerül a golyó g — Ez. Ha A- 
val jelöljük azt az eseményt, hogy ,az egyes dobozba kerül a golyó", akkor a 
golyók elhelyezését addig kell folytatnunk, amíg A először be nem következik, 
tehát X geometriai eloszlású lesz. Az eloszlása: P(X—k) — gf-!p — 


zh ke 0,1,2,... . 


II.8.4. Feladat: Mennyi a valószínűsége, hogy a hagyományos 90/5 lot- 
tóhúzás során valamennyi kihúzott szám páros lesz? 
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Megoldás: Az X eloszlá P(X —) — ÉM k — 0,1,2,3,4,5. A 
egoldás: Az X eloszlása, P( ) ENGIEÉ 4 283, 
kérdés arra vonatkozik, amikor k — 5, azaz a keresett valószínűség: 
P(X — 5) — s. Az 0,0278. 


II.8.5. Feladat: Az egységnégyzeten kiválasztunk véletlenszerűen egy 
pontot. Jelölje X a pontnak a legközelebbi oldaltól vett távolságát. Ad- 
juk meg az X valószínűségi változó sűrűségfüggvényét! 





Megoldás: Geometriai módszerrel lehet meghatározni az eloszlásfügg- 
vényt. Az alábbi ábrán sötétítve mutatjuk az X c r eseménynek megfelelő 
tartományt: 


0, hazc0 
A terület nagysága 1—(1 — 22), így Fx(2)— § 1—(1—27)9, ha0crc0,5 . 
1, haz50,5 


4—8r, ha0 crC0,5 


Deriválás után kapjuk a sűrűségfüggvényt: fx(z) — ( Ü egyébként 


II.8.6. Feladat: Egy egységnyi hosszúságú szakaszt találomra választott 
pontjával két részre osztunk. Mi a keletkezett szakaszok közül a kisebbik 
hosszának sűrűségfüggvénye? 


Megoldás: Jelöljük Y-nal a kiválasztott pont origótól vett távolságát! 
0, har €0 
Ekkor nyilván Y € U [0, 1], és eloszlásfüggvénye fy(z)— A r, hh0cral . 
1, hhar21 
A keletkező szakaszok közül a rövidebb hosszát jelöljük X-el! A két változó 
Y, haY c 05 Így X el 
1—-Y,haY 505 897 "ő 
oszlásfüggvénye kifejezhető Y eloszlásfüggvényével: 


között az alábbi kapcsolat áll fenn: X — 
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Fx(2)—PR(X c2)—R(X c zY c05)4P(X c zY 5 05) — 
-P(Y cry c05)4P(I-Y c z,Y 505) — 





0, hazc0 
-P(OG c r)P(1—rcY)— 5 r1(1—(1—17))—2r, haz ec(0, 0,5) 
1, harz2 0.5 


azaz X € U [0, 0.5] . 


II.8.7. Feladat: Egy szobában öt telefon működik, melyek közül bárme- 
lyik megszólalhat a többiektől teljesen függetlenül X időn belül, ahol XA — 1 
paraméterű exponenciális eloszlású valószínűségi változó. Mennyi az esélye 
annak, hogy egységnyi időn belül pontosan két telefonkészülék fog csörögni? 


Megoldás: Az A: ,egy telefon megcsörren egységnyi időn belül" esemény 
valószínűsége: p — P(X c1) — Fx(1) — 1— e7!. Mivel öt függetlenül 
üzemelő készülékünk van, a feladat átfogalmazható úgy, mintha az A ese- 
ményre vonatkozó ötszörös kísérletsorozatról volna szó. Így a binomiális 
eloszlást figyelembevéve, annak valószínűsége, hogy az A esemény pontosan 


kétszer következik be: 0 (1—p)? —10(1—1/e)?(1/e)! a 0,1989. 


II.8.8. Feladat: Egy automata zacskókba cukorkát adagol. A zacskók X 
súlyát 4 — 100 (gramm), c — 2 (gramm) paraméterű normális eloszlásúnak 
tekinthetjük. Mennyi a valószínűsége annak, hogy három véletlenszerűen 
kiválasztott zacskó között legalább egy olyan van, amelynek a súlya 99 és 
101 gramm közé esik? 





Megoldás: Legyen A : ,a zacskó súlya 99 és 101 gramm közé esik es- 
emény". Az A bekövetkezésének valószínűségét az eloszlásfüggvénye segít- 
ségével határozhatjuk meg: P(A) — P(99 £ X c 101) — 

— Fx(101) — Fx(99) — 6(Z9) — 6 (5) — 6(0,5) — 6(—0,5) — 
—26(0,5) — 1 A 0,383. A három zacskó kiválasztása n — 3 és P(A) paramé- 
terű binomiális eloszlással modellezhető, ami alapján a keresett valószínűség: 


1— (5) (P(A))" (1 — P(A))? a 0,765114887. 








II.8.9. Feladat: Legyen az X valószínűségi változó folytonos eloszlás- 
függvénye olyan, hogy 1 5 F(r) 5 0 esetben szigorúan monoton növekedő is. 
Bizonyítsa be, hogy ekkor az Y — 3F(X) 3-4 valószínűségi változó egyenletes 
eloszlású a [4, 7] intervallumon! 


Megoldás: P(Y c r) — P(3FT(X) 44 c 1) — P(X c F-(-Z)) — 
P(FP-(£79)) — 254. 


3 3 
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II.8.10. Feladat: Legyen az X valószínűségi változó folytonos eloszlás- 
függvénye olyan, hogy 1 5 F(r) 5 0 esetben szigorúan monoton növekedő 
is. Bizonyítsa be, hogy ekkor az Y — őzre eloszlása A — 1 paraméterű 
exponenciális! 

Megoldás: P(Y c Tr) — P(lin zip 2 2) — P(F(X) 5 e-7) — 
-1—P(F(X) £e7)-1—P(X c F-1(e")) — 

—1—e77? SY e E(1). 


II.8.11. Feladat: Ha az X valószínűségi változó sűrűségfüggvénye f(r), 
akkor mi a sűrűségfüggvénye az Y — [IX] valószínűségi változónak? 


Megoldás: PGY c 3)— P(IXIc12)—P(-r c X cr)— F(z)— F(— 1), 
deriválás után kapjuk a sűrűségfüggvényt: fy(r) — f(r) 4 f(—r), r 5 0. 


II.8.12. Feladat: Ha X A-paraméterű Poisson-eloszlású valószínűségi 
változó, akkor mi az eloszlása az Y — 2X 3-1 valószínűségi változónak? 


Megoldás: Mivel X € (0,1,2,...15Y €(1,3,5,...,2n-1,...k és 
P(X—k)—P(Y —2k41)— e. 


k! 








II.8.13. Feladat: Ha az X a [0.1] intervallumon egyenletes eloszlást 
valószínűségi változó, mi a sűrűségfüggvénye az Y — x és a Z — ür való- 
színűségi változóknak? 


Megoldás: Ha z £ 0, akkor P(Y c r) — P(z c r) — 0, mert ez 
lehetetlen. Ha r 5 0, akkor P(Y c r) — P(z c Tr) — P(x 2 E 
—P(Xc1) -1-— Fx (1 )1—4, ha még az is fennáll, hogy £ 1, azaz 
8 0, harc 1 

TE szek Igy Bvr) — ( 1—8, har51 


határozhatjuk meg: fy(r) - 7 , ha z 5 1 (különben — 0). Másrészt 
-—, harc 05 
i . (Az 


P(Z c 2) — P(ár 9) - P(x - (7 haz 5 05 


1 
7 £ 0 sohasem teljesül.) Deriválás után: fz(r) — (1— r)"?, ha z c 0,5 
(különben — — 0). 


. A sűrűségfüggvényt deriválással 


14X 


II.8.14. Feladat: Ha X a [0.2] intervallumon egyenletes eloszlású, akkor 
mi a sűrűségfüggvénye az Y — [X — II valószínűségi változónak? 
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Megoldás: P(Y c 1) —P(IX—1]c131)—P(l—2cXc13r)— 
b) 1-a 
Fel ág) Fú eH e — az, haz c [0.1] 


Ha zi ERASSÉTÓ set ESÉS 
2 2 
1. ásás lg. 8 
vagyis Y € UIO, 1]. 








II.8.15. Feladat: Ha X 2A-paraméterű exponenciális eloszlású valószí- 
nűségi változó, akkor mi a sűrűségfüggvénye az Y — 3X 1 3 valószínűségi 
változónak? 


Megoldás: P(Y c 3) — P(X c 59) —1 —e MB hag 53. 
Ív(r) — RESZ SEB 


II.8.16. Feladat: Ha X2A-paraméterű exponenciális eloszlású valószínű- 
ségi változó, akkor mi a sűrűségfüggvénye az Y — VX valószínűségi változó- 
nak? 


Megoldás: P(Y c 1) — P(Xcr) —1—e2M r s 0. fy(r) — 
2Aze7T, 350. 


II.8.17. Feladat: Ha X2A-paraméterű exponenciális eloszlású valószínű- 
ségi változó, akkor mi a sűrűségfüggvénye az Y — hej valószínűségi változó- 
nak? 


Megoldás: P(Y c 3) — P(0 c 3 c 1) — P(X? b(X s 7) 
A 


ARAT ÉKEK TEN RK AKESBB Sr 50. 


II.8.18. Feladat: Egy szabályos pénzdarabbal végzünk dobásokat. A 
pénzfeldobást addig folytatjuk, amíg a dobások sorozatában mind a fej, mind 
az írások száma eléri a k számot. Jelölje X az ehhez szükséges dobások 
számát. Adja meg az X eloszlását! 


Megoldás: Jelölje Y a fejek számát, Z az írások számát az n dobás között. 


Így P(X-n)—-P(Y-k 2-n-k)bP(Y —n-k 2 —k) (704 e 
(ez — Eme 


II.8.19. Feladat: A [0, 1] szakaszon véletlenszerűen kiválasztunk két pon- 
tot. Legyen a két pont távolsága X. Adja meg X sűrűségfüggvényét! 
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Megoldás: Jelölje Y, illetve Z a két pont origótól vett távolságát! Ekkor 
X-IY—ZI, P(Xcr2)—PW—rczoeY 7 1). Geometriai valószínű- 
ségszámítási módszerrel: (Y, Z) egy véletlen pont az egységnégyzetben, így 
az(Y—r) cZ c(Y 7 Tr) feltételnek megfelelő tartomány: 


Z 
x 
x Y 
0, harc0 
A keresett eloszlásfüggvény: Fx(r)— 4 1—(1—2), hazre(0,1) . 
1, har21 


, 


II.8.20. Feladat: Az A paraméter milyen értékénéllesz az f(x) — Ae", 
z € R függvény sűrűségfüggvény? Mennyi ekkor a várható érték és a szórás- 
négyzet? 


a2 


gy zat sz ezi 28 a s 
Megoldás: A — — (z) Beres 7 N (0. 7) 





II.8.21. Feladat: Az egységnyi oldalú négyzet két átellenes oldalán ta- 
lálomra választunk egy-egy pontot. Jelöljük X-el a két pont távolságát! Adja 
meg az Fx(2)— P(X c r) eloszlásfüggvényt! 


Megoldás: X — 4/(r—yj? A 1, Tt (1, V2)-re 
Fe()-P(Xc0)—-P((r—yYr1 8) — 
-P(r—vV8-1cycrztiv?—-1)— 

SW JBET SÖYEzTe (9 











II.8.22. Feladat: Az egyetemen nagyon sok telefonkészülék van, ame- 
lyek egymástól függetlenül romlanak el azonos valószínűséggel. Az év 360 
napjából átlagosan 12 olyan nap van, hogy egyetlen készülék sem romlik el. 
Várhatóan, hány olyan nap lesz, amikor 2 vagy 2-nél több telefon romlik el? 
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Megoldás: Jelölje X az egy nap alatt meghibásodott telefonkészülékek 
számát! X nyilván Poisson-eloszlású. Mivel P(X—-0)J—eds 35 — a 


A ss 1n30. Ezért P(X 229—-1—P(X—1) P(Xx-0 - 1—25 (14 1n 30) . 


Az X 5 2 napok várható száma: 360 : (1 — 235 (1 -41n30)) a 307. 








II.8.23. Feladat: Az X € U (0, 1) valószínűségi változó segítségével gen- 
eráljunk Y € G (0,25) eloszlású valószínűségi változót! 

Megoldás: Legyen g; — Pplca FYI SAKE — 1. Ekkor Y — :, ha gy c X c 
dia, 1 — 01, 2, . . .. 


II.8.24. Feladat: Egy képzeletbeli diktatúrában a ,Nagy Testvér" az 
alábbi rendeleteket hozta: 


1§ A hadsereg utánpótlásának biztosítása végett minden család köteles fiú- 
gyermeket szülni. 


2§ A demográfiai robbanás elkerülése végett minden családban, ha már szü- 
letett fiú, több gyermek nem születhet. 


Hogyan változtatja meg a , Nagy Testvér" ezen két rendelete a fiú-lány arányt? 


Megoldás: A ,Nagy Testvér" végtelen bölcsessége következtében, nem 
változik meg a fiú lány arány! Hiszen, ha A család van az országban, a fiúk 
száma nyilván WV lesz. A lányoké pedig: s : 52 : 153 h:::3 zésrk : 


00 
N E sz 
29 kar N. 
sű 








II.8.25. Feladat: Legyen X Poisson-eloszlású A 5 0 paraméterrel, 
Y-2X71. Adjuk meg Y várható értékét és szórásnégyzetét! 


Megoldás: EY —2EX31—2A—41, o?Y — 402X — 44. 





II.8.26. Feladat: Legyen X n és p paraméterű binomiális eloszlású va- 


lószínűségi változó, Y — mr: Adjuk meg Y várható értékét és szórását! 


n 


Megoldás: EY — y TEV Hő Ete egyes 
h-0 





GY — DDT — pt (BY? — .. . stb. 
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II.8.27. Feladat: Ha az X sűrűségfüggvénye fx(r) — 
akkor létezik-e várható értéke? 


za: (2€R), 





dr — [--1n(1 - ze diver- 


Megoldás: Nem létezik, mert JJ x 3 


1 
T(14-z?) 
gens. 


II.8.28. Feladat: Legyen X € N(4,c), azaz u,c paraméterű normális 
eloszlású valószínűségi változó! Adjunk képletet EX"-re! 


Megoldás: Ha X — EL jelöli a standardizáltat, akkor X € N(0,1). 
EX" — [ 2o(r)dr—(n—1) f 272o(r) de — (n—1)EX"7?. Mivel 


EX — 0, így a standardizált minden páratlan hatványának várható értéke 0. 
EX? — (n—-1)(n— 3)---1— (n — 1)!, mivel EX? — 1. Másrészt EX" — 
Ha 468 okuFEXP is fennáll. Behelyettesítve kaphatjuk a végeredményt. 
k-0 





II.8.29. Feladat: Egy játékos 1023 zseton induló tőkével rulettezik. Az 
a stratégiája, hogy addig folytatja a játékot, amíg vagy nyer, vagy pedig elf- 
ogy az összes zsetonja. Minden forgatás előtt a piros mezőre rak megduplázva 
az előző tétet. Mennyi a nyereményének a várható értéke? (Az egyszerűség 





kedvéért tekintsük a piros és fekete forgatások valószínűségeit ;-ne k!) 


Megoldás: X a piros forgatáshoz szükséges kísérletszám: X € G (3) 3 
Y a játékos nyeresége. A nyereség, ha nyer a játékos mindig 1 zseton. A 
játékos a 10-dik játék után mindegyik zsetonját elveszti: 1--2-4-4- : - 110 


1023. P(X5.10)—- X (D"—--h e P(XC10)—1— dr. 
k: 





—11 
EY —1-(1— 24) —(29—1) - 3 — 0. A várható nyereség tehát 0 zseton! 


II.8.30. Feladat: Egy réten három szarvas legelészik gyanútlanul. Egy- 
másról nem tudva három vadász lopakodik a tisztáshoz, és egyszerre tüzelnek 
a vadakra. Mindegyik lövés talál, és halálos. 

Mennyi a lövések után a rétről elszaladó szarvasok számának várható 
értéke és szórása? (Elvileg több vadász is lőhet ugyanarra a szarvasra. . . ) 


Megoldás: X az elfutó szarvasok száma: X € (0,1,2b. 
P(X — 2) — P ( Mindegyik vadász ugyanazt a szarvast lövi le") — 2, 
P(X — 0) — P ( Mindegyik vadász más-más a szarvasra lő") — 8, 
P(X-1)—-1—P(X-0—(Xx-2 5; 
26 


277 











EX -8 EX? 0 92X 2. 
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II.8.1. Gyakorlat: Az egységnényzeten találomra kiválasztunk egy P 
pontot. Jelölje X a P és a hozzá legközelebb álló csúcs távolságát. Adja meg 
X eloszlás- és sűrűségfüggvényét! 


II.8.2. Gyakorlat: Legyen X € E (A) és Y — X?. Adja meg Y sűrűség- 
függvényét! 


II.8.3. Gyakorlat: Legyen az X valószínűségi változó eloszlásfüggvénye 
F(x). Legyen Y — max(0,X3.Z — minf0,—XI.V — IXI.és W — —X. 
Fejezze ki Y, Z, V és W eloszlásfüggvényét F (z)-szel! 





II.8.4. Gyakorlat: A (0, 1) intervallumban kijelölünk három pontot vé- 
letlenszerűen. Határozzuk meg a középső pont 0—tól való távolságának el- 
oszlásfüggvényét! 


II.8.5. Gyakorlat: Egy csomag 32 lapos magyar kártyából kihúzunk egy 
lapot. Legyen X a kihúzott lap értéke. Adja meg és ábrázolja X eloszlás- 
függvényét! Számolja ki a 7,5 c X ca 10,2 esemény valószínűségét! 


II.8.6. Gyakorlat: Legyen X € U(0,1) és Y — vV2X. Adja meg Y 
sűrűségfüggvényét! 


II.8.7. Gyakorlat: Egy háztartási gép gyári önköltsége 10 000 Ft. A 
termékre a gyár 1 év garanciát ad, ami szerint a hibás gépet ingyen kicseréli, 
amennyiben az 1 éven belül meghibásodik. A gyár szakemberei szerint a gép 
élettartama 30 év várható értékű exponenciális eloszlású. A termelői ár a gép 
önköltsége plussz a garanciális cserék önköltségének várható értéke. Mekkora 
legyen a termelői ár? 


II.8.8. Gyakorlat: X € F(2) segítségével generáljon egy Y € G(3) 
valószínűségi változót! 


II.8.9. Gyakorlat: Egy gyártmánynak az egy százaléka selejtes. A da- 
rabokat ezresével dobozokba csomagolják. Mennyi a valószínűsége, hogy egy 
véletlenszerűen kiválasztott dobozban nincs háromnál több hibás? 





II.8.10. Gyakorlat: Egy szabályos pénzérmét addig dobunk fel újra és 
újra, míg meg nem kapjuk a második fejet is. Mennyi annak a valószínűsége, 
hogy az első fej után a második fejig ugyanannyi dobásra van szükség, mint 
ahány dobás kellett az első fejig? 
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II.8.11. Gyakorlat: Tekintsük az f(r) — sZ a e [1.2] sűrűségfügg- 
vényt! Az X € U (0, 1) segítségével állítsunk elő olyan Y valószínűségi vál- 
tozót, amelynek sűrűségfüggvénye éppen f(x)! 


II.8.12. Gyakorlat: Milyen b értéknél lesz az f(r) —bv/r—2,z e (2, 3) 
függvény sűrűségfüggvény? 


II.8.13. Gyakorlat: Egy normális eloszlású valószínűségi változó 0.1 
valószínűséggel vesz fel 10, 2-nél kisebb értéket, és 0,25 valószínűséggel 13, 6- 
nál nagyobb értéket. Mennyi a várható értéke és szórása? 


II.8.14. Gyakorlat: Egy számítógépes szervízben egy hónap húsz mun- 
kanapjából átlagosan kettőn nincsen reklamáció. Poisson-eloszlást feltéte- 
lezve, mennyi annak a valószínűsége, hogy egy adott napon három, vagy 
háromnál több reklamáció érkezik? 


II.8.15. Gyakorlat: Legyen X € U (a,b) és Y — X"7. Adja meg Y el 
oszlásfüggvényét! 


II.8.16. Gyakorlat: Egy üteg addig tüzel egy célpontra, amíg el nem 
találja. A találat valószínűsége minden lövésnél p. Mennyi az egy találathoz 
szükséges átlagos lőszerkészlet, a muníció? 


II.8.17. Gyakorlat: Az A könyvben az egy oldalon található sajtóhibák 
száma X € Po(1), míg a B könyvben ugyanez Y € Po(2). Igaz-e a 
következő két állítás egyszerre: (i) Az A könyvben háromszor annyi sajtóhiba 
van mint a B könyvben. (ii) A B könyvben ötször akkora egy hibamentes 
oldalnak a valószínűsége, mint az A könyvben? 


II.8.18. Gyakorlat: A boltban árult izzók 196-a hibás. Ha veszünk 100 
darabot, akkor hány darab lesz benne rossz a legnagyobb valószínűséggel, és 
mekkora ez a valószínűség? 


II.8.19. Gyakorlat: Egy 1 MFt önköltségű számítógép termelői árát 
kell meghatározni. A számítógép élettartama exponenciális eloszlású 10 év 
várható értékkel. Garanciát vállalunk úgy, hogy ha az első évben a gép 
elromlik, akkor kicseréljük, ha a második is elromlik egy éven belül, akkor 
visszaadjuk a gép árát. A termelői ár legyen az az érték, mely mellett a kiadás 
és a bevétel várható értéke megegyezik. (A visszavett gépek értéktelenek.) 
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II.8.20. Gyakorlat: Egy mérés elvégzéséhez két lehetőségünk van. Vagy 
egy drága készülékkel mérünk egyet, ahol a mérés hibája A (0, 1) eloszlású, 
vagy egy olcsó készülékkel mérünk háromszor, és a méréseredményeket át- 
lagoljuk, ahol viszont a mérés hibája már N (0, 1, 6) eloszlású. Melyik mérési 
technika adja a pontosabb mérést? 


II.8.21. Gyakorlat: Egy dobozban a szivárvány hét színével egyező szí- 
nű golyók vannak. Addig húzzuk ki a golyókat visszatevéssel a dobozból, 
amíg valamennyi színű golyót ki nem húztunk egyszer. Mi az ehhez szükséges 
X húzásszám eloszlása? 


II.8.22. Gyakorlat: Legyen az X valószínűségi változó eloszlásfüggvé- 
1 


nye F(x), sűrűségfüggvénye pedig f(x). Bizonyítsa be, hogy EF(X) — 5. 
II.8.23. Gyakorlat: Legyen X logisztikus eloszlású, azaz sűrűségfügg- 
vénye: fx(r) — mg? € R. Számolja ki az X mediánját, vagyis azt az 


Mx számot, amelyre P(X c Mx) — P(X 2 Mx) — ; teljesül. 


II.8.24. Gyakorlat: Legyen X € (0,1,2,...§ olyan valószínűségi vál- 
tozó, melynek létezik a várható értéke. Bizonyítsa be, hogy EX — 99 P(X 2 2). 
í—1 


II.8.25. Gyakorlat: Legyen az X valószínűségi változó olyan, hogy 
P(0OcX c1)— 1. Bizonyítsa be, hogy 69X c EX! 


II.8.26. Gyakorlat: Egy baromfiudvarban a gondozó gyűrűjéről leeső 
értékes követ az egyik liba lenyelte. A gondozó kénytelen a libák levágásával 
megpróbálni visszaszerezni a követ. Addig vágja le a véletlenszerűen elkapott 
libákat, amíg valamelyik begyében meg nem találja a kövét. Ha összesen 50 
liba van a farmon, mennyi a kényszerűségből levágott libák számának várható 
értéke? 


II.8.27. Gyakorlat: Legyen P — (a,b) az egységnégyzet egy véletlenül 
kiválasztott pontja. Jelölje Xa Ppont origótól vett euklideszi távolságát. 
Mennyi X várható értéke? 


II.8.28. Gyakorlat: Legyen X e B (3, 5) és Y — X3. Mi Y eloszlása, 
és mennyi a várható értéke? 
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II.8.29. Gyakorlat: Az origóból kiindulva egy bolha ugrál a számegye- 
nesen. Minden ugrása egységnyi hosszú és a többitől függetlenül p valószí- 
nűséggel jobbra, 1 — p valószínűséggel balra történik. Az ötödik ugrás után 
megfigyeljük a bolha helyét. Adja meg ennek az eloszlását! 


II.8.30. Gyakorlat: Az X normális eloszlású valószínűségi változó vár- 
ható értéke —5 és tudjuk, hogy P(—5 £ X c 0) — 0,3. Mennyi P(—5 c X c 4)? 





II.8.31. Gyakorlat: Létezik-eaz F(z)— rlnr—r- 1, € [1, e] elosz- 
lásfüggvényű valószínűségi változónak második momentuma? 


II.8.32. Gyakorlat: Az X valószínűségi változó sűrűségfüggvénye 


2e-27 ha0CrcI 
ITx(r) — sz, hal cx €2 . Mennyi EX? 


0, egyébként 


II.8.33. Gyakorlat: Egy szabályos pénzérmét addig dobok fel ismétel- 
ten, amíg két fejet, vagy két írást nem kapok. Mennyi a dobások számának 
várható értéke és szórása? 


II.8.34. Gyakorlat: Legyen X € F(A), ahol A — 0, lés Y — [X] , azaz 
X egészrésze. Mennyi az Y diszkrét valószínűségi változó várható értéke? 


II.8.35. Gyakorlat: Egy játékos rulettezik. Három tétet tesz meg: egy- 
egy 100 Ft-os zsetont tesz a fekete 13 számra, a fekete mezőre és a páratlan 
mezőre. Ötször megismételve ezt a stratégiát, mennyi a játékos nyereségének 
(veszteségének) várható értéke? (A rulettárcsán 0-tól 36-ig állnak a számok, 
18 fekete, 18 piros, a 0-ás zöld színű.A fekete számok között 9 db páros és 
9 db páratlan van. Ha valaki számra tesz, a tétet és még annak 36-szorosát 
sepri be. A fekete vagy páratlan mezőkön a nyereség kétszeres. A 0-ra nem 
lehet fogadni. Ha 0-ás pörög ki, minden megrakott tétet a bank viszi el.) 


III. fejezet 


Valószínűségi vektorváltozók 


III.1. Valószínűségi vektorváltozók, valószínű- 
ségi változók együttes eloszlása 


Nagyon gyakran nem lehet a véletlen jelenséget egyetlen számadattal jelle- 
mezni. Pl. amikor az időjárási helyzetet próbálják előrejelezni, megadják a 
várható hőmérséklet, csapadékmennyiség, légnyomás, szélerősség stb. ada- 
tokat, azaz a prognosztizált helyzetet egy vektorral jellemzik. A vektor kom- 
ponensei valószínűségi változók, értékeik a véletlentől függnek. Felmerülhet 
az egyes komponensek között fennálló kapcsolatok kérdése is. 


III.1.1. Definíció: Legyen (0, $, P) Kolmogorov-féle valószínűségi me- 
ző. Tekintsük az X : A c R? függvényt! Az X — (Xi, X2,..., XT 
valószínűségi vektorváltozó, ha minden B € 8? p-dimenziós Borel-halmazra 
[w; X(w) E Bp ES teljesül. 


Megjegyzés: B? a By x Ba x ::: x B, alakú halmazok által generált c- 
algebra, ahol B; € B tetszőleges egydimenziós Borel-halmaz. 

III.1.2. Definíció: A 0x(B) — P(Xfw; Xíw) e B)), B E B? az X va- 
lószínűségi vektorváltozó eloszlása. 


2)" — z € R?, és a hozzátartozó 
(—oo, $2) Xx::: xX(—oo, 2). 


III.1.3. Definíció: Legyen (£1, £2, . . . , 
p-dimenziós Borel-halmaz B, — (—o0 , x1) x 
Ekkor az Fx(z) — Fx.xo,....xp(T1. 2... , p) 
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— P(Xi c x1, X2 Ca 12, ..., Xp c Tp) függvényt az X valószínűségi vektorvál- 
tozó eloszlásfüggvényének, illetve az X1, X2, . . . , Ap komponens valószínűségi 
változók együttes eloszlásfüggvényének nevezzük. 


III.1.1. Tétel: Az X valószínűségi vektorváltozó eloszlása és eloszlás- 
függvénye kölcsönösen egyértelműen meghatározzák egymást. 


Megjegyzés: A tételt nem bizonyítjuk. 


III.1.2. Tétel: (Az együttes eloszlásfüggvény tulajdonságai) 


a.) Fx minden változójában monoton nem csökkenő függvény, azaz V ?i -re, 
ha zi — xrjt, akkor Fx(r1,...,27,..., tp) c Fx(xi,....x..., Tp). 


i 


b.) Fx minden változójában balról folytonos függvény, azaz 


Z élt o 
Tim Ez(zass ess szzép) SEX ee tr esz]; 
v-azj—0 
6: lim Fx(xi,....Ti,....£9h—lés lim Fx(gxi,..., xi, ..., fp) — 0. 
Vr hos x( , kat) A ,) Azé 266 x( , Elleni A , p) 





d.) Az egyszerűség kedvéért csak p—2 esetben modjuk ki ezt a tulajdonságot. 
(Az általános eset tárgyalását lásd a III.7.1. feladatban.) 
Legyen T — [a, b) x [c, d) tetszőleges p— 2 dimenziós tégla. Ekkor 
Fx(a,c) 3 Fx(b,d) ei Fx(a,d) ezi Fx(b, c) 2 0. 


Bizonyítás: Az a.), b.) és c.) állítások az egydimenziós esethez , hasonlóan 
bizonyíthatóak részletezésüktől itt eltekintünk. A d.) állítás nem szerepelt az 
egydimenziós esetben, ott a neki megfelelő alak a tetszőleges la, b) intervallum 
esetén Fx(b) — Fx(a) 2 0, ami a monotonitási tulajdonsággal esik egybe. 
Többdimenziós esetben szükség van d.)-re, mert pl p — 2 esetben az 

0, harxi4r2c0 

P(x, za) — ( 1, hari14r250 
függvény kielégíti a.), b.) és c.)-t, de d.) nem teljesül rá. A bizonyítás azon 
múlik, hogy megmutatjuk, hogy d.) baloldalán a P(X € T) valószínűség áll, 
ami nyilvánvalóan nemnegatív. Definiáljuk az alábbi eseményeket: 

JÁ ESZÜG Jéza 
Ben kuzd 
ÖSS Ol ea 
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D — fw; Xo(w) c db. 
Ekkor 
0 c P(XcET)— P(a £ Xi c b,c £ X2 c d) — 
- P (ABCD) - P (BDTA14C)) - P(BD) -P(BD(A 4. €)) - 
- P(BD)-P(ABD 4 BCD) — P(BD)-P(ABD)-P(BCD)--P(ABCD) 
Mivel AC B és C C D, így az elnyelődés miatt: 
- P(BD)—P(AD)—P(BC) 4 P(AB), 
ami éppen az állítás. I 

III.1.4. Definíció: Ha X — (XI, X2, . . . , X,)" valószínűségi vektorvál- 
tozó eloszlásfüggvénye Fx és 1 2 ji a Ja C::: a Ja £ p egy tetszőleges k el- 
emű indexkombináció, akkor az indexekhez tartozó X;, , XA jo ; . . . ; Aj kompo- 
nens valószínűségi változók együttes eloszlásfüggvénye az Fx egy k-dimenziós 
perem- vagy vetületi eloszlásfüggvénye. 








III.1.3. Tétel: Ha a Xi, X2, . . ., Ap valószínűségi változók együttes el- 
oszlásfüggvénye Fg ismert, akkor bármely vetületi eloszlásfüggvénye megha- 
tározható. Fordítva általában nem igaz: ha ismerjük az összes alacsonyabb 
dimenziós vetületi eloszlásfüggvényt, az együttes eloszlásfüggvény nem ál- 
lítható elő. 


Bizonyítás: A részletes bizonyítást a valószínűség folytonossági tulajdon- 
ságával lehetne elvégezni. Ekkor az látható be, hogy 
FX Xis ves Xi (ia Tiga ra Dix) — SZT Fx.,Xxo....Xn (1 12)... Pn) 
i8fit2ssik) 
Arra, hogy a fordított állítás nem igaz, p — 2 esetben adunk ellenpéldát: 


Legyenek Xi és X2 olyan valószínűségi változók, melyek csak a —1,0 és --I 
értékeket vehetik fel az alábbi eloszlástáblázat szerint 





























X2 perem 








ahol 0 c z a 0,125 tetszőleges. 

0, ha x a —-1 
0,25, ha —1 €c7€c0 
075, ha 0€cr1XI1 

1) h 1l1c2 


Ekkor Fx,(r) — 
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a két vetületi eloszlásfüggvény, ami nyilván nem határozza meg az együttes 
eloszlásfüggvényt, mely az z paramétert is tartalmazza. 


III.1.5. Definíció: Legyenek XI, X2, . . . , X, valószínűségi változók az 
(2, $,P) Kolmogorov-féle valószínűségi mezőn. 


a.) Xi. X2, . . ., X, páronként függetlenek, hav 1 £i c jan -re 
Fx..x (2.y)— Fx(2)- Fx,(y) teljesül V Tr, y € R-re. 


b.) Xi, X2, . . ., Xp teljesen függetlenek, havV2Ck 2 p és 
VI 2 íj a ia a ::: a ix £x p indexkombinációra 


k 
FX Xs... Xöp (is Tins s Tip) — I[/5 (evente, ER te 
JI 


III.1.4. Tétel: Ha Xi, X2, . . . , Ap teljesen függetlenek, akkor páronként 
is függetlenek. A megfordítás általában nem igaz. 


Bizonyítás: A tétel első fele nyilvánvaló, hiszen a teljes függetlenség felté- 
telrendszere a páronkénti függetlenség feltételrendszerét is tartalmazza. Az 
ellenpélda ugyanazon a példán alapulhat, mint amikor megmutattuk, hogy a 
páronként független események rendszere nem feltétlenül alkot teljesen füg- 
getlen eseményrendszert. (lásd I.4.4 tételt). MI 





III.2. Diszkrét valószínűségi változók együttes 
eloszlása 


III.2.1. Definíció: 


a.) Ha X és Y diszkrét valószínűségi változók E — (71, 2, . . . , €n, . . . ) illetve 
D — (yi, 2... . Un; . . .) értékkészletekkel, akkor az 
Tiz — P(íw; X(w) — xy N (w: Y(w) — u) P(X — zi Y — v;) 
(ij — 1,2....) valószínűségek összességét a két diszkrét valószínűségi 
változó együttes eloszlásának nevezzük. 








b.) Az X1, X2,. . . , X, diszkrét valószínűségi változók értékkészleteit jelölje 
rendre el? — 161 sss Ket 2, ve ő (12): 
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Ekkor az Ti io... ip — P(X1 ad, X2 24, 2 ae XP 2) valószínűségek 
összessége az Xi, X2, . . . , Xp diszkrét valószínűségi változók együttes el- 


oszlása. 


III.2.2. Definíció: Ha adott az X1, X2, . . . , X, diszkrét valószínűségi vál- 
tozók rassz P(Xi 40, X2 20 . zsák 2) § Vix) együttes el- 


d 9 








oszlása, és 1 £ Ji a Ja C ::: Ca 3k £x p, akkor az X; , X;, , . . . , X-4 diszkrét 
valószínűségi változók együttes eloszlását k-dimenziós vetületi- vagy perem- 
eloszlásnak nevezzük. 


III.2.1. Tétel: A diszkrét valószínűségi változók együttes eloszlása kie- 
légíti az alábbi tulajdonságokat: 


A JOE a séég EAT 


bo. zért sszzsi 


ViL da, .sip 
c.) P (Xi FA Mg Xg zá ZENO] A zi 27) Isz5; ba Tir do ssaip: 
vügtjiJj2sesjk) 
Bizonyítás: 


a.) Nyilvánvaló, hiszen az A; io ,...ip — (o: X1(w) — ze X2(w) — zh 


ME (o: Xp(w) — ap esemény valószínűségéről van szó. 
p 


b.) Mivel az A 
állítás. 


11.12 ,....ip események teljes eseményrendszert alkotnak, igaz az 


c.) A folytonossági tétel következménye ez a tulajdonság, melynek részlete- 
zésétől eltekintünk. Speciálisan, az állítás p — 2 esetben: 


P(X áj DDE — ri, Y — y) és P(Y — vj) — 








VDP(X — zY — ). B 
ei 


III.2.2. Tétel: 


a.) Az X és Y diszkrét valószínűségi változók függetlenek, ha V zi, 7-re 
P(X— az Y —y)— RX — 2) PG — 4). 
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b.) Az X1, X2, . . . , X, diszkrét valószínűségi változók teljesen függetlenek, ha 
v2Cakőap-reésvI a j4 a Ja a ::: a 34 Lp esetén 
k 


P (XX egi TX ja Eolgjga élt Air j 7) li II P (xx ja s. Bís) t 
Bizonyítás: A bizonyítást nem részletezzük, csak annyit jegyzünk meg, 


hogy az X; valószínűségi változók teljes függetlensége ekvivalens a kapcso- 
latos A; — fw: X:(w) — zi) nívóesemények teljes függetlenségével. 


III.2.1. Példa: (Polinomiális eloszlás) 
Legyen (A, $, P) Kolmogorov-féle valószínűségi mező, A1, Az, . . . , Az € S egy 


r eseményből álló teljes eseményrendszer, azaz A;: Az; — 0, 97 A; — 0. Ekkor, 
i—1 


ha 0 a P(A;) — p;, akkor 9)" p; — 1. Hajtsunk végre egy n-szeres kísérlet- 


1-1 
sorozatot. Vegye fel XA; azt az értéket, ahányszor A; bekövetkezett a kísér- 








letsorozatban. Az Xi, X2, . . . , X. valószínűségi változók együttes eloszlását 
n, pi, P2, . . . , Dr paraméterű polinomiális eloszlásnak nevezzük. Az X; valószí- 
nűségi változók értékei a 0, I, 2, . . . n számok közé esnek. Az Xi, X2, . . . , X, 
valószínűségi változók értékei között szoros összefüggés van: 9" X;—n. Az 
í-1 

Xi, X2, . . . , Xp valószínűségi változók együttes eloszlása: 

P(X1 — ki, X2 — ka, ..., X — ko) — miép pzs pír. A fenti valószí- 
nűségek valóban eloszlást alkotnak, hiszen: 

Vo et pp — (pt p2t bp] —L 


Vk;—0 
kitk2-k-etkren 


Megjegyzés: A binomiális eloszlás speciális polinomiális eloszlás, amikor 
r — 2. A teljes eseményrendszer ilyenkor A és az ellentettje. Tehát a poli- 
nomiális eloszlás a binomiális eloszlás többdimenziós kiterjesztése. A poli- 
nomiális eloszlás X; komponensei egyenként B(n, p;) eloszlásúak, azaz a poli- 
nomiális eloszlás egydimenziós peremeloszlásai binomiálisak. 


III.3. Folytonos valószínűségi változók együttes 
eloszlása 


III.3.1. Definíció: Az Xi, X2, . . . , X, folytonos valószínűségi változók 
együltes sűrűségfüggvényén azt az fx,,xo,....xp(t1, T2, . . . , tp) Riemann-integ- 
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rálható függvényt u. melyési 





Ti 
Fx xx... Xp( 1 T2. s fs s Tx..Xxo...Xp(ta ta...  to)dtpdtp-a "dt, 
esz Og sz ke 
DE Köre late épi b. 
Azaz ETETETT Sa EGG tsz GATT ÉRÉS ., Cp), haz — (inda gp) 
folytonossági pontja fx,.x....xp( 1. T2, . . . , Tp)-nek. 


IIT.3.2. Definíció: Az fx,,xo,....x,(x1, T2, . . . , tp) együttes sűrűségfügg- 
vény egy k-dimenziós vetületi sűrűségfüggvényén (2 £ k £ p—1) valamely 1 £ 
11 a i2 Ca ::: a ix Z p indexkombinációra az Xi , Xi , . . . , Xi valószínűségi 
változók együttes sűrűségfüggvényét értjük. 


TII.3.1. Tétel: fx; .X. ,...Xin (easter aZ 


das 


s 1 fi s fi Txa.Xxo.....Xxp ta ta; ...,to)dtadtja dt (juk azaz az együttes sű- 
rűségfüggvényt az összes többi — a kiválasztott index kombinációban nem 


szereplő — indexhez tartozó változóra kell kiintegrálni a teljes számegyene- 
sen, hogy előállítsuk a £-dimenziós vetületi sűrűségfüggvényt 
Ta Ja: Jp-k É Tir i2. sik): 


Bizonyítás: A III.1.3 tétel egyszerű következménye. II 


III.3.1. Példa: (A kétdimenziós normális eloszlás) 
Ha X és Y együttes sűrűségfüggvénye 
Íxy (z,y) 5 T 2r0102 1—9 
x,y € R alakú, akkor a két valószínűségi változó együttes eloszlása kétdi- 
menziós normális, ahol a peremeloszlásokra X € N(wi,c1),Y € N(u2.c2) 
teljesül. Ugyanis megmutatható, hogy 








1 
£xp 2(1—2?) ol 01092 ú s 





(e-a 9 oran) uz) 
2 2 


2 





url) — geeez ete bertáratrmsa][ 
KYÜBÜ SET KEZET 
Így pl. fv (y - f Íxwv(z,y) dz — 
KERESE; as g 2 

c teszád kae. 5 fi . c réz [7eetőpetvh 12) ] dr — 

V2-T:09 88 2/2-m-01t /1— 92 

— (4—n2)? 

PER 1 e 293 





V2-x:09 
Az integrál mögött az N (a F Stoly — 42). 01" VI — e) eloszlás sűrűség- 
függvénye áll, így az integrál értéke I. 
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ú) 
HA 
18 
zat 


z kéz 


III.3.1 ábra A kétdimenziós normális eloszlás sűrűségfüggvénye. A 
szimmetria tengelyt tartalmazó síkmetszetei haranggörbék, a 
szimmetriatengelyre merőleges síkmetszetek pedig ellipszisek. 


III.3.2. Tétel: Legyenek Xi, X2, . . . , Ap folytonos valószínűségi változók 
az (0, 5, P) Kolmogorov-féle valószínűségi mezőn. 


a.) Xi. X2, . . ., X, páronként függetlenek S.V 1 Cica jaCn-re 
Tx.xj(z.y) — fxi(z) : fxj(y) teljesül v.z,y ER -re. 


b.) X1, X2,..., X; teljesen függetlenk S V 2cxkcpés 
VIZ is a ia Ca ::: a ix Lp indexkombinációra 


k 
Íxa Xi. XA Pina Dix) — I[/5. (3), VX: Tip... Dix ER. 
j—1 


Bizonyítás: Az III.1.5 definícióból egyszerűen deriválással következik az 
állítás. I 


Megjegyzés: p — 2 esetben az előző tételek speciális alakjai: 
02 Fgy(zgy) 


too os 
sza — fxy(z. 4). fx(2)— f fxy(zy)dw, fr(yy— f fxy(z.y)dz, 
ha X és Y függetlenek fxy(r,y) — fx (z)fv(y) (Vr,y E R). B 


III.3.3. Tétel: (Az együttes súrűségfüggvény tulajdonságai) 


a.) fx.,xa,...Xxp(t1 2. ...3p) 20 
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oo oo Too 
TIT dl fex asagltiv tár essste] deze dtadtt Ed. 


Bizonyítás: A III.1.2 tétel a.) és c.) pontjából, valamint az együttes 
sűrűségfüggvény III.3.1 definíciójából közvetlenül következik. I 


III.4. Valószínűségi vektorváltozók transzformá- 


CI1OI1 
A II.5.2 transzformációs tétel többdimenziós általánosítása az alábbi: 


III.4.1. Tétel: Jelölje az X — (X1, X2, . . . , X,)T valószínűségi vektorvál- 
tozó sűrűségfüggvényét fx(z), amely eltűnik a D C IR? tartományon kívül. 

Legyenu: Da H(C R?) bijektív (kölcsönösen egy-egyértelmű) transz- 
formáció. Ekkor az Y — u(X) valószínűségi vektorváltozó sűrűségfüggvényét 
az alábbi módon számíthatjuk: 














fly y) — ( fx(u 1(y)) : [det(J(y)) . y e H 
0, vél" 
du) da da) 
dyi 9y2 dyp 
du (y) du) d) 
ahol J(y) — e 913 94 a leképezés Jacobi-mátrixa. 
du" (y) dup! (y) els dup" (y) 
dyi dya dyp 


Bizonyítás: Legyen D egy tetszőleges p-dimenziós Borel-halmaz, 
u(D) — B pedig az ősképe, vagyis az a p-dimenziós Borel- halmaz melyet 
u D-re képez. Ekkor nyilván PGY € DD—P(X Eu fa P(X c B). 

A sűrűségfüggvények segítségével: P(Y € D) ml dy, másrészt 


P(Xeu(D)- JJ Jfx(2)dz— je ) - [det(J( 9] )I dy. 
uz (D) 
A két integrál összehasonlításából már következik az állítás. Hi 


III.4.2. Tétel: (Két folytonos valószínűségi változó összegének eloszlása) 


Legyen X és Y valószínűségi változó az (0, S, P) Kolmogorov-féle valószí- 


nűségi mezőn. Jelölje fxy(z,y) az együttes sűrűségfüggvényüket. Ekkor a 
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4-X A Y valószínűségi változó ) sűrűségfüggvénye: 
fz(z - TF fxrlhz- bát JT fert dt 
Ha X és Y S AEBÉLénékA is, álkkör 
- T fx(9 .: fv(z—t) dt — T fele fy(b)dt 
Fz utóbbi  esőtbeű fz az Íx és Íy "sűrűségfüggvények konvolúciója. 


Bizonyítás: Alkalmazzuk a III.4.1 tételt az 
yi — ulti, 12) — 11-72 ezt y1— 92 — ur (yi.y2) — Ti 
y2 — u2(T1, 12) — 72 42 — 2 (yi 42) — 12 
szereposztással. Ilyenkor J(yi, 2) — ( j at JA így [det(J (vi. 42) — 1. 


AZ-—-XIY ésY együttes sűrűségfüggvénye: 
Iz. 2) — fxv(n— yo yo) l. 
Innen Z sűrűségfüggvényét a III.3.1 tételt felhasználva számolhatjuk: 


-hoo oo 
fzrn)— f fzv(uy2)dy— f fx.v(yi— 42, y2) dy2. 





Az utóbbi integrálban az yi — y2 — t változótranszformációval kapjuk az 


Too 
fzln) — JJ fxey(tyi—1) dt képletet. Ha X és Y függetlenek, akkor a 


III.3.2 tételből kapjuk, hogy fx, víz; y) — fx(z) : fy(y). így 
too 
— f fx(t): fy(z— b)dt — a fx(r—1) - fe(bdt. Mi 


Megjegyzés: 
a.) Az előző tétel egy másik bizonyítása az alábbi: 
Fz()—P(Z c2)—P(XAY c 2)— f f fxw(r.y) dydz. Mindkét 


oldalt z szerint HŐELVÁLYA kapjuk meg a sűrűségfüggvényt: 


fz()—£ KT fi fxwv(z.y) dvd: ) z Í (A T fixa asd) dr — 


mess] més] 


5 Ixwv(z,2— 1) dr. 


[egi 
pee 


Mivel független esetben az összeg sűrűségfüggvényére a két komponens 
sűrűségfüggvényeinek konvolúcióját kaptuk, független valószínűségi vál- 
tozók esetén az összeg valószínűségi változót a komponens változók kon- 
volúciójának is nevezzük. 
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III.4.1. Példa: Legyenek X,Y € U(0,1) függetlenek, Z — X73-Y! Szá- 
moljuk ki Z sűrűségfüggvényét! 
Z E (0,2) lehet csak. Legyen z € (0, 2) tetszőleges. A konvolúciós képlet- 
ből: 
f1ldr—z, haz e (0,1) 


00 min(1.2) 0 
ven Én BSE . Zs 1 

szál Tx(2—e) fv (2) dz né 1dxz Ftásoz áz eítő 
ÍZ F jazző 


0, ha z £ (0,2) 
III.4.3. Tétel: (Két folytonos valószínűségi változó különbségének eloszlása) 


Legyen X és Y valószínűségi változó az (0, $, P) Kolmogorov-féle valószí- 


nűségi mezőn. Jelölje fxy(z,y) az együttes sűrűségfüggvényüket. Ekkor a 
Z—-— X — lk valószínűségi változó ó sűrűségfüggvénye: 


fz(z - Tf peelba e atz JT fexlt bat 
Ha Xés Y függetlenek is, akkor 
ks 17: fx(t) : fy(z 41) dt — T fx(z 31) - fy(b)dt 


Bizonyítás: A III.4.2 tételhez hasonlóan, az yi — wi(ri, 12) — Ti — ra 
módosítással. 


III.4.4. Tétel: (Diszkrét valószínűségi változók összegének eloszlása) 
Ha X és Y diszkrét nemnegatív egészértékű valószínűségi változók, akkor 
4-7 X39Y szintén diszkrét Hematgalív egészértékű valószínűségi változó, 


melynek eloszlása: P(Z — k) — 551 P(X—a,Y — k — a) — 








k 

s 3 PX-keagyacoa), KK E0 12. 
azb 
Ha még az is igaz, hogy X és Y függetlenek, akkor 
k k 
P(Z—k)— YV P(X—ajP(Y —k—a)j— 3 P(X—k— ajP(Yr — a), 
aű sül 

sztszztó EN LESZABENET 








Bizonyítás: fw; Z(w)— kk) — 5 fw; X(w—a,Y(w —k— az, és a 


komponensesemények egymást páronként kizárják. Így a valószínűség c- 


104 III. FEJEZET VALÓSZÍNŰSÉGI VEKTORVÁLTOZÓK 


additív tulajdonságából (ld. I.1.2 axiómák, 27 tulajdonság) már következik 
az állítás. 


III.4.2. Példa: Legyenek X € Po(A), Y € Po(w) függetlenek (ld. II.3.3. 
példát!). Akkor 
k k 
P(X3Y—k)— XD P(X—ajP(Y—k— a) AZ gs eb 
a-0 


— at (kzaji? 








k a k—a 
— OR)" —(Ak k! A ezi 
-z Er Sze 2 AT(k—aJi (x2) 4 (4) 

2 ODK (AK A Bra 
— OD Or . (Gst 5) s 


Ez Or e-t) :1, k—0,1,2,..., azaz X-4Y € Po(AT 4). 








III.4.5. Tétel: 


p 
SE 


Az X1, X2, . . . , Ap diszkrét valószínűségi változók értékkészleteit jelölje 
rendre RÖ) — 1 ENTETt 20, b: 3 ( — 1,2,...,p), együttes eloszlá- 
BO AA Xülő szT 


9 129 








sukat pedig ír: , 


dosssdp 


Legyeng : IR? 6 R tetszőleges p-változós valós függvény. Ekkor az 


Y — g( Xi, X2, . . . , Xp) valószínűségi változó, és létezik a várható értéke: 
EY — pa 9 (Di Tis: Tip) P(Xi: — (0, X2 Z Fizet ES EE s ezi 
V(i1i2..-síp) 
(p) 
zi ). 
b.) Az X1, X2, . . . , X, folytonos valószínűségi változók együttes sűrűségfügg- 
vényét jelölje fx.,xo,....xp(T1, 2, . . ., fp). Legyen g : R? GR tetszőleges 


p-változós valós függvény. Ekkor az Y — g(X1, X2, . . . , Xp) valószínűségi 
változó, és létezik a várható értéke: 


oo hoo oo 
EY — J JT Ess J. 9(z1, x2, . . . , 7p):Txi.Xo,....Xp(15 72. . . , Tp) dzp" " " dzodz1i. 
Bizonyítás: 


Diszkrét eset: 
Legyen a diszkrét X — (X1, X2, . . . , KAT vektorértékű valószínűségi változó 
értékkészlete a V megszámlálható vektorhalmaz, az Y — g(X) diszkrét va- 
lószínűségi változóé pedig W — (y; y— g(z2) ze Vh. 
Ekkor definíció szerint: 
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EY—- YyPW-y-EDy )  P(X-2- 


yeWw yeW HEVES 
EE 9(2dP(X—-2— Y 9(2P(X— 2). 
very TEV :9(2)—y zEV 


Folytonos eset: 
A III.4.I. tételt alkalmazzuk, arra az u : R? — IR? transzformációra, ahol 
Y — ui (Xi, X2, . . ., Xp) — g(X1, X2,..., Xp) 
X2 7 Ua (X1, X2 a ss) ti X2 


Xp — up(X1, X2,....Xp) — XX 
Az inverztranszformáció Jacobi determinánsának abszolútértéke most 


897!(v.T2....€p) í jzzazci 
S lesz; Így ÍVxa Xg (4. 72... ., tp) — 








Be 897 (y.22 sees 
ES Txi.xo...Xp (9 ! (yT2i: sp) Tas) ji uz 2) , hay - g(T1,72,...,Tp 


0, egyébként 





amiből a III.3.1. tételt felhasználva integrálással kapjuk: 


00 




















ús ib zzz tztb 

Ív (y) a f szet Tf TOK Ég (97 (V. 22, KEZE 2) , 2... , p) s an dz, :::dr2. 
Így 
EY — J yfv(y) dy — 

00 00 00 Sás Fé 8 
a ( To JT fzuxaaxp (9 (w 72... Tp) 72... . , 2) [5885 E DD dx: dr 

—o0 szaga a tb SD; / 

00 00 ag 
"aa f . a kh WT XI Xag aZ; (97 (V. 72, ÉZéSS sa) 12, , 7p) sz ze dr, ja . dz7ody iza 
végrehajtva az y — g(r1, 72, . . . , rp) változótranszformációt az integrálban, 
máris igazoltuk az állítást: 
me 9(x1., 72, fás 03 HE f ti § 9(21, 2, est , 7p) TX..X2.aXp (71, 72, fiegőbzam 5) dr, án dr1 


ESÉKI SÉRT 


III.4.6. Tétel: Az Y — Xi X27- : : :5.X, valószínűségi változó várható 
értéke létezik, amennyiben a X; tagok várható értéke létezik, és EY — EX - 
EX2T 3 EX,. 


Bizonyítás: Az előző tétel következménye, amikor g(z1, 2, . . . , tp) — 
x1t T2Tt:::-b 2. B 


III.4.7. Tétel: Legyenek az X és Y valószínűségi változók függetlenek, 
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és létezzék a várható értékük. Ekkor a Z — XY valószínűségi változónak is 
létezik a várható értéke, és EZ — EX :- EY. 


Bizonyítás: Alkalmazzuk a III.4.5 tételt g(r,y) — z : y -ra! 
a.) diszkrét eset: 


EZ- 2 2. ey PWX — 2 Y — 9) — 2 2 zi P(X — zJP(Y — 4) — 


b.) folytonos eset: 
-hoo -hoo oo oo 
EZ— [ Jf zyfxy(zydydr— f f zyfx(x)fv(y)dydz — 


kasat] ZÖRZÖD 


- ( f efelma 2). (T ufel yfy(y )dy) —EX-RY.m 


III.4.8. Tétel: Legyenek az X és Y valószínűségi változók függetlenek, 
és létezzék a szórásnégyzetük. Ekkor c((X 4Y) — 07X 7 GY. 


Bizonyítás: c(X 4£Y) —- EC 31Y)—IE(X xY)P — 
- ELX? £2X.-Y-3Y?)]-[(EX) 3 2EX - EY 1 (EY)? — 
—- EX? £2E(X -Y) EY? — (EX)? p2EX : EY — (EY) — 
—- EX? — (EX) 34 EY? — (EY)? — 07Xx 1 ay. 
Felhasználtuk a III.4.7 tétel állítását, miszerint függetlenség esetén 


E(X-Y)— (EX) (EY). Mm 



































III.5. A kovariancia és a korrelációs együttható 


III.5.1. Definíció: Legyenek X és Y valószínűségi változók az (2, $,P) 
Kolmogorov-féle valószínűségi mezőn. Tegyük fel, hogy létezik a szórásnégy- 
zetük. Ekkor az X és Y kovarianciáján a Z — (X— EX) -(Y —-EY) 
valószínűségi változó várható értékét értjük. 

Jelölés: cov(X,Y) — EX — EX) -(6 —EY)1. 

Megjegyzés: cov( X, X) — 07 X. 

III.5.2. Definíció: Az X és Y valószínűségi változók korrelációs együtt- 


hatóján standardizáltjaik kovarianciáját értjük. 


Jelölés: R(X,Y) — cov(X,Y) — e. 
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III.5.1. Tétel: cov( X.Y) — E(X -Y) — (EX) : (EY). 


Bizonyítás: cov(X,Y) — E((X — EX) : (Y — EY)) — 
-E(X.Y—-X.EY—-Y.EX 4 (EX) : (EY)) — 
— E(X . Y) — (EX) : (EY) — (EY) : (EX) 4 (EX) : (EY) — 
— E(X-Y) — (EX) - (EY). mi 





III.5.2. Tétel: Ha X és Y függetlenek, akkor cov( X, Y ) — 0 és 
R(X,Y) — 0. A tétel megfordítása általában nem igaz. 








Bizonyítás: A tétel a III.4.7 és a III.5.1 tételek egyszerű következménye. 
A megfordításra két ellenpélda: 
Legyen X és Y diszkrét valószínűségi változó, —1,0, 1 értékkészletekkel. 









































Együttes eloszlásukat az alábbi táblázatban láthatjuk: 
YVX Y perem 
—1 0,25 
0 05 
-1 0,25 
X perem 1 
EX-EY—5-(—1)4 5 











t 07 
E(X-Y)—(—1)-(—1) 0-1 
cov( X,Y) — E(X-Y) — (EX) : (EY) — 0. X és Y nem függetlenek, mert 
pl. PCX—0Y—-1)— 52 P(X—0)-P(Y—1)—5 5. 
Folytonos esetre ellenpélda: 
X € U(0,27), azaz a (0,27) intervallumon egyenletes eloszlású valószínűségi 


változó. Y — sin X és Z — cos X. Határozzuk meg cov(Y, 7)-t! 
2 














27 T 
sz 1 1—cos 27 1 szaz JEÁOASE. a 
EY — -- Kő 37 0, EZ — 7 F-goszdá sze —0; 


2T 


EGZ) — E (sin X cos X) — 0,5E(sin2X) — ay [/daztde SSE Ü 


Így cov(Y, 7) — 0, de nem függetlenek, hiszen P(Y?322—-1)—1. Ha Y és 
Z függetlenek lennének, akkor az Y2- 7? valószínűségi változó sűrűségfügg- 
vényét az fy2 (y) — 7 (fv. (V7) 4 fy(—7)) : y € (0,1) sűrűségfüggvény 
önmagával való konvolválásával lehetne kiszámítani, ahol fy (y) — fz(y) — 
1 
a/1—y2 íj 


P(Y? 3 7? — 1) — 0-nak kellene fennállnia! (Ld. a II.2.1 következményt!) Mi 





y € (—1,1) a két komponens azonos sűrűségfüggvénye. Ekkor viszont 
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III.5.3. Definíció: Az X és Y valószínűségi változók korrelálatlanok, ha 
R(X,Y) — cov(X, Y)— E(X-Y) — (EX) - (EY) — 0. 
Megjegyzés: 


a.) A korrelálatlanság a függetlenség szükséges, de nem feltétlenül elégséges 
feltétele. 


b.) Diszkrét esetben a kovariancia számítása: 
cov( X.Y) — 22 74P (X — 2; Y — 4) 
702. PAX — 7): PO — 4). 


Folytonos esetben a kovatiájicia számítása: 


cov( X.Y) — TT evfxrtadagy- ( T 2. fx(z do). hal y: fly 


Sp EG 


III.5.3. Tétel: Ha az X és Y valószínűségi változók szórásnégyzetei lé- 
teznek, úgy c((X4Y)—07X 1GYY t2cov( X,Y). 








Bizonyítás: 
02(X3Y) —EKX£Y)2] — (E(X. Y)P 
—- ELX? £2XY 3Y?]- KEX ya 

(E 























co] 
25 
ti I 
SS 
- 
ti 
S 
"I 


—- EX? £2EXY 1 EY? 
— 02X boy £2cov( X.Y). MB 














p 
III.5.4. Tétel: o2()" X;) — 5 02X.329 cov( X;, X;). 
i51 fzzt igj 
Bizonyítás: p — 2-re éppen a III.5.3 tételt kapjuk. Tegyük fel, hogy az 
ÁLJLAS igaz SAJATBENi p 2 2 -re! Ekkor 
A(z X.)— a Jók XI) 4 07Xp41 5 2cov( 7 ELÉBB Ek 


tszzi 


z ba 07X.42 ba cov( X;, X) 42 bp cov( X;, Xpa1) 7 állítás. MI 
71 i2j9hi—1 2. í—1 
III.5.5. Tétel: Tetszőleges a,b € IR esetén cov(aX - by, Z) — 

acov (X,Z) 4 beov(Y, 2) . 


Bizonyítás: E((aX 4 bY)Z) — aE(XZ) EGZ) és 
E(aX 3 bY) EZ — aEX-EZ3bEY-EZ miatt, a III.5.1. tételre hivatkozva 
bizonyíthatjuk az állítást. Hi 


Ja) . 
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III.5.6. Tétel: Ha az X és Y valószínűségi változók szórásnégyzetei lé- 
teznek, akkor —I C R(X,Y) c1 





Bizonyítás: Legyen X tea. ésY — S a két standardizált valószí- 
nűségi változó. cov(X,Y) — E (2-5 . EPY) — gox(T —- R(X,Y). 
A III.5.3 tételt felhasználva: 
0€ o(X És zi Y) — 92X gr sY a 2cov(X,Y) -141- 2R(X,Y) zzz 
—1 £ R(X,Y) C1. MH 














Következmény: [cov( X,Y)I ax goy. 


III.5.7. Tétel: Ha az X és Y valószínűségi változók szórásnégyzetei lé- 








teznek, úgy R(X,Y) — -1 J3a beR: P(X—a-Y4b)—1I. 
Bizonyítás: 8 
Legyen X — A és y — Se a standardizált valószínűségi változó. 





Ja, beR: P(X—a-Y3b-—1 6 P(X—34Y)—1 

0— 0(X7Y)—XI7 R(XY)) 2 

R(X,Y) — I, ráadásul R(X,Y) — sgn(a). 

A levezetésben felhasználtuk a II.7.2 és III.5.6 tétel eredményeit. II 


























III.5.4. Definíció: Az X — (Xi, X2, . . . , Xp)" valószínűségi vektorvál- 
tozó várható érték vektorán a komponens valószínűségi változók várható 
értékeiből álló vektort értjük: EX — (EX, EX2, . . . , EX)". 

III.5.5. Definíció: Az X — (Xi, X2, . . . , X.)T 
tozó kovarianciamátrizán a 3 — (cov( X;, X; 1): 


1 valószínűségi vektorvál- 
12. :p a DXD- s mátrixot értjük. 
52. 


III.5.8. Tétel: 3. szimmetrikus és pozitív szemidefinit, azaz 2. — 2 és 
Va € RF-re aza 50. 


Bizonyítás: Legyen a € R? tetszőleges! 
a! 2: a— Ela! -(X— EX) : (X — EX)" - a) — EY? 2 0, ahol 


Pp 
hsz 1 








III.5.1. Példa: (A polinomiális eloszlás várhatóérték-vektora és kovarianciamálriz 


110 III. FEJEZET VALÓSZÍNŰSÉGI VEKTORVÁLTOZÓK 


A polinomiális eloszlást a III.2.1 példában adtuk meg. 
Az Xi, X2, . . . , Xx. valószínűségi változók mindegyikére igaz, hogy 
X; € B(n, p:) , azaz binomiális eloszlásúak. Ezért 
EX — (npi,np2, . .. .np)" —n- (pi, pa, ... Dr)" —n :p. 
A kovarianciamátrixhoz ki kell számolnunk a cov( X;, X;) kovarianciákat. 
E(X; : X) — 
Ez ba ki : k; : P(Xi — ki, . . ., X— ki, ., X;.— kj, ..., X— ko) — 


Vka 
kitk2-k-etkren 


uzi k ki—1 kj—1 
— n:(n—1)-prpj" 2 EETZŐET TERT PT "pi ep pi - 
ki-bebkr—n 
— n-(n—1)-p;:pj, mert a szamma mögött az n — 2, pi, pa , . . . , pr paraméterű 





polinomiális eloszlás valószínűségei állnak, melyek összege 1. 

Így cov(X;, Xj) — E(X;X)—(EX)(EX7) — n-(n—1)-pirpj—n:pirn:pj — 
— —n -p; : pz, ha i 7 J. A kovarianciamátrix diagonálisában a biomiális 
komponensek szórásnégyzetei, tehát cov( X;, X;) — 6? X; — n : pi : (1 — pi) — 
n : p: " g; állnak. Tehát: 


npigi —npip2 tt: —npiP2r 
9 —npip2  np2d2 tt o —Nnp2Dr 
—NDPIPr —ND2Dr NDPrdr 


III.5.2. Példa: (A komponensek korrelációja kétdimenziós normális esetben.) 


Ha X és Y együttes sűrűségfüggvénye 





Éz 1 1 (z—na)? (z—H1)(w—k2) , (u—n2) 
Íxy (z,y) Ara az exp T 24—o?) ! az 20 öz - t az ) 
r.yER,akkor E(XY)— f f ry:fxy(r.y) drdy — 
00 (4—12)? 00 1 gi 2 
sz zt :12—( 114 3bel(v—u2) 
58] vévzzzzüli ő ( [ZETA ő rerázgy E ntős) 1) dy — 








—-— [yzat 8 (4 t oly 12) ) dy — 
— aa 4 50 (03 13) — Sons — ma b 02020. Tehát cov( X.Y) — 02020, 
R(X,Y) — p. A sűrűségfüggvény a ; — ( 





2 
01 01020 k g. : 2 
2 ovarlanciamát- 
01020 03 


TIX ÉS a [7 (/1, régi várhatóérték-vektor segítségével mátrixos felírásban is 
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megadható: f.x(z) — eggyes] ere DTETE-0 zeR2 


a/detz 
III.5.9. Tétel: Ha X és Y együttes eloszlása normális, akkor X és Y 
akkor és csak akkor függetlenek, ha korrelálatlanok. 
Bizonyítás: A függetlenségből mindig következik a korrelálatlanság. 
Ha R(X,Y) — p — 0, akkor az együttes sűrűségfüggvényre: 


2— ű — s kéz ös és 
fagy (ay) — szdszes (2 [Ea ez [) — fe (2) - fr (y) teljesül, 
ami már igazolja a függetlenséget. I 





III.6. A feltételes várható érték 


Diszkrél eset: 


III.6.1. Definíció: 


a.) Legyen A € $,P(A) 5 0 tetszőleges esemény, X € (xi, ra, ...) pedig 


egy tetszőleges diszkrét valószínűségi változó. Ekkor P(X — zx; ] A) — 
BISZEs gal 8. 


PT) . az X feltételes eloszlása A-ra nézve. 


b.) Legyen Ai, A2,... € $ teljes eseményrendszer, X € (ri, T2,...k pedig 
egy tetszőleges diszkrét valószínűségi változó. Ekkor a 
((P(X— z;] Aj) 1— 1,2,...).J— 1.2... .b eloszlásokat az X-nek az 
TA; J— 1.2, ...b rendszerre vonatkozó feltételes eloszlásának nevezzük. 


c.) Legyen X € (xi, x2,...hés Y € (yi, ya, . . .) diszkrét valószínűségi változó 
(2, 5,P)-n. Ekkor a ((P(X—r:]1Y—vwy),2—1,2,...h.jJ—1,2,...b 
eloszlásokat az X-nek az Y-ra vonatkozó feltételes eloszlásának nevezzük. 


III.6.2. Definíció: 


a) ECXIY—y;) - Ez: P(X—zlY —vw) — r(yw), az X feltételes 
Vai; 
várható értéke az Y — y; feltétel mellett. 

b.) Az X-nek az Y-ra vonatkozó regresszióján, vagy feltételes várható értékén 
azt az E(XIY)-vel jelölt diszkrét valószínűségi változót értjük, melynek 
értékkészlete K — (ír (yj) — E(XIY — v;) . J — 1.2. . . .) , eloszlása pedig 
P(E(XIY)D— rí] — PG —w).J— 1.2... . 
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Folytonos eset: 
Legyen X és Y folytonos valószínűségi változó (2, $, P)-n Fxy(z.y) és 
x y(r, yjegyüttes eloszlás-, illetve együttes sűrűségfüggvénnyel. Tekintsük 
; § § elugg 
az alábbi függvényt: 
P(X 2 rly LV 1 f Ay) — P(XcragY cytAy) ( Fxwví(rytAy—Fxgyímy) 











P(YSY CytAy) Fy(ytAy)—Fy(y) 
Fx vírutáw—Fxyizw OoFxgyízy) 
lesd ay ö7 
rurááeyar 7 — ge (Ay 0). 
u 
DFxyízan 


III.6.3. Definíció: Az Fxjy(zly) — ETEZED kétváltozós függvényt az 
X-nek az Y-ra vonatkozó feltételes eloszlásfüggvényének nevezzük. 


III.6.4. Definíció: A feltételes eloszlásfüggvény r-szerinti parciális de- 
rivált-függvényét az X-nek az Y-ra vonatkozó feltételes súrűségfüggvényének 








9Fgyízy) JAG) 
.. kal szia Al 
nevezzük: fxiy(r ly) — Tea) G hr) 


III.6.1. Tétel: (Bayes-formula) 


JT T):fx(z 
Txy(z ly) se — yix (vl ) x( ) . 
Of fvix (la) -Jx (a) du 





Bizonyítás: 


oo 
Txy(z.y) — fix (wylz) : fx(2). fy(yj— J fxy(r,y)dr — 
HE (yIz) - fe(m)dr — állítás. MI 


III.6.5. Definíció: Az X-nek Y-ra vonatkozó feltételes várható értékén 
vagy regresszióján az E(XIY) —r(Y) valószínűségi változót értjük, ahol 


oo Tass) dr 
r(y— JJ z-fxiy(z ly) dz — ÉGEGES TT VESE a regressziós görbe. 


III.6.2. Tétel: (A regresszió tulajdonságai) 


a.) E(EGXIY)) — EX. 
b.) E(R(Y) XIV) — 1(Y) . E(XIV). 
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c.) Ha X és Y függetlenek, akkor E(X IY ) — EX. 
Bizonyítás: 

a.) Diszkrét esel: 
E(E(XIY))— EX IY-y)PG —v)— 


—- RE ziP(X Sz edöoajjé 


Vyj Var; 
- PErP(X-nY —y)— DrP(X — 11) — EX. 
Vyj Var; Va; 


Folytonos eset: 


E(E(XIYD—- EGY [re way [Jt fv (w) dady — 
SZT z ÍTxy (x,y) duda szél 2. fx(z) dr — EX. 


szaj 
e 


Diszkrét eset: 

EM): XIY 7 v) — 2 7ihly)P (X- zal Y— 9) — hí) E(XIY — 4). 
Folytonos eset: 

Legyen y € R tetszőleges. Ekkor 


ENY)-XIY-9— [he fxrv (ely) da — 


—h(y): f 2: fxy(zly) dr— h(y)  ECXIY — v). 
Diszkrét eset: 
P(X—z[Y—-y)—P(X— zo E(XIY— 4) — 
— IrP(X—r]Y—-vy)— ÉsP(X—-r)—EX — 

késő Va; 
E(XIY)— E(X). 
Folytonos eset: 
Ixw(lz,y)— fx(2) : fly) — fxwv(aly) — fx(2). 

-hoo oo 

r(yj— f z- fxey(ely)dr— f z-fx(r)ddr— EX — 
E(XIY)— EX. MH 
III.6.3. Tétel: Legyend : RO R tetszőleges függvény. Ekkor 
E(X —r(Y))? c E(X— XY)), ahol r(Y) — E(XIY). Speciálisan, ha 
díy) - EX, akkor E(X — E(XIYJ)Ú c E(X— EX) — o2x. 


ig 
LL 
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Bizonyítás: 
ELX — d)? — E(X —r(V)-r(r) — a(Y))? — 
— E(X—r()) EGG) —d(Y)) 42-EC(A —r(r)) (rr) —d()) 
Mivel E((X—r(r)) (666) —d(Y))) — EIE(AX —r(W)) 606) — d) ly] — 
— EG) —d(Y)) "E(A —r(r))ÍY)] — 
— EG) —d(Y)) (EGXIY) —r))] — 
— EI) — d(Y)) : 0] — 0, így 


E(X— 9 — EX BEN A 2 B(X-r ze 
állítás. MI 





III.6.1. Példa: (Regresszió normális eloszlás esetén) 
Legyen X és Y együttes sűrűségfüggvénye 


2 
fxg (z—-W—W— mee (ety [E — 205 4, 4-0) 
r,ye TR alakú, azaz a két valószínűségi változó együttes eloszlása kétdimen- 
ziós normális. Megmutatjuk, hogy E(XIY) — a:-Y 4 b, ahol a — 59 És 
b—- W1— a : [12. 











Az fxiy (zly) — mez definícióból, a formulák behelyettesítése után 
EEEN KENESK ZS sa YT ETÉBS 9 
kapjuk, hogy: fxjy (rtl) —— e e szezay Felet őzet] , 
TOL sz 
a ges . 
Így ECXIY. —y— JJ 2: fxwy (xy) dz — mi 4 5o(y— 42), hiszen — 
amint látható — a feltételes sűrűségfüggvény rögzített y mellett a 41 -k 


oly — 42) várható értékű és oz : 41 — 0? szórásnégyzetű normális eloszlás 
sűrűségfüggvénye. 


III.6.6. Definíció: Legyen X és Y két adott valószínűségi változó. Az 
a" X1b" valószínűségi változó az Y-nak a X-re vonatkozó lineáris regressziója, 
ha E(Y — a"X — b")? — min EG — aX — b))2. 
a bE 


III.6.4. Tétel: at — R(X,Y)2, 9"— EY — R(X,Y) EX. 


Bizonyítás: Legyen h(a,b) — E(Y—aX—b))2. A lineáris regresszió megha- 
tározásához ezt a kétváltozós függvényt kell minimalizálni. A minimumhely 
létezésének szükséges feltétele, hogy: 
52 - —2E[WY— ax —b)X]—0, 8 2E[Y — aX — b] — 0. Innen: 
aEX? 34bEX — E(XY), aEX 1b-EY b—- EY —aEXx 
5 aEX? 3(EY —-aEXJEX — E(XxY) 5 
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EX? EX 


a—-R(XY)S, 5—-EY—R(XY)SSEX, ( EX 1 ) pozitív definit, 


és ez volt az állítás. I 


Megjegyzés: Normális esetben — mint ahogy az a III.6.1 példánál látható 
volt — a lineáris regressziós és a regressziós összefüggések egybeesnek. 


III.7.  Kidolgozott feladatok és gyakorlatok 


III.7.1. Feladat: Legyen T — [a1,b1) x [a2, ba) x : : : x lap, bo) tetszőleges 
p-dimenziós tégla, és €1, €2, . . . , ep € (0, 1) tetszőlegesek (0 vagy 1 — diadikus 
számok). Bizonyítsuk be, hogy ekkor 

JE (—1)9 Fx(c1a11(1—61)bi, £24271(1—6€2)ba, . . . , papt(1—€p)bp) 2 0. 


MEg ép] 


p 
ahol 3 — 97 e; 


ti 


Megoldás: A bizonyítás azon múlik, hogy megmutatjuk, hogy az egyen- 
lőtlenség bal oldalán a P(X € T) valószínűség áll, ami nyilvánvalóan nem- 
negatív. 

Definiáljuk az alábbi eseményeket: A; — fw; X(w) — a;b , 

B; 7 fw; X(w) eti b; . 

Ekkor P(X E T) 7 P(ai £ Xi az b1, 42 £ X2 ez Da... . , ap £ én kart b,) 7 

P(A1 Az : "Ap : BiB2 B) — 


- P(A. B) - P(B)— P(A- B), ahol 4— DA 2 A — 


[baz 


A; és 


s 


isa 


p 
B II B;. Tehát a Poincare-tételt alkalmazva kapjuk, hogy 


(5 3 


"3 


0 £ P(X ET) — P(B)— P(X(A; : B)) — 


ez! 


p 
—-P(B—EGCDT ZO P(ApAp rt AB). 

1-1 1£j1£jo ae ai £P 
Mivel Aj (8 B; - A; : Bi, 7 Aj: Így 
P(ApAjg tt A;,B) — Fx(c1ra14(1— 61) bi, . . . . ép: 4p-F(1— €p) : bp), ahol 
€j. — €j, — tt: — 64, — 1, a többi e; — 0. Másrészt P(B) — Fx(bi, ba, . . . , bp). 
tehát az az eset, amikor mindegyik e; — 0. Visszahelyettesítve éppen az 
állítást kapjuk. 
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III.7.2. Feladat: Legyen X és Y két azonos eloszlású valószínűségi vál- 


tozó. Igaz-e, hogy Er — Ej-x 


Megoldás: Általában nem. Egy ellenpélda: alkosson A, B, C olyan teljes 








0, ha w € A 
eseményrendszert, ahol P(A)— P(B)—P(C)— 5. Xx 1, hawe B 








2, haweC 
0, haweE A 

és Y—$ 1, hhawEC . Ekkor P(X—-0)—P(X—-1)—P(X—2)—; 
2, hawe B 








és P(Y—0) — P(Y—1) — P(Y — 2) 5. azaz X és Y azonos elos- 
zlásúak. 





—1, haweA 
Viszont Z — 5 — —2, hawE B , és EZ— 1-5 (—5) 57 
1, hawEeC 
(—19§— —5 7 0, vagyis EzZy —Esx — —£. 


III.7.3. Feladat: Egy szabályos kockával dobunk ismételten. X az első 
dobás, Y a második dobás eredménye. Számoljuk ki R(X, X 4 Y)-t! 


Megoldás: Egyrészt, a függetlenség miatt cov(X, X-4Y) — cov(X, X) 7 
cov(X,Y) — 07 X, másrészt c 7 Y) — 02X1GYY —257X. Így R(X,X- 
Y) cov(X.X3Y) ax 

—  0Xo(XtY) " V29XoX EY 











III.7.4. Feladat: Legyen X és Y két p — 0,5 paraméterű független in- 
dikátor valószínűségű változó. Mutassuk meg, hogy X -3-Y és [X— YI bár 
korrelálatlanok, de nem függetlenek! 














Megoldás: P(X—1) — P(X—0) — P(Y—1) — P(Y—0) — 0.5, 


























P(X4Y—0) — P(X — 0JP(Y — 0) — 025, P(XY — 1) — 

P(X — 1P(Y — 0) 4 P(X — 0JP(Y — 1) — 05, P(X.-HY — 2) — 

P(X — 1)P(Y — 1) — 0.25. P(JX—YI— 0) — P(X — 0JP(Y — 0) - 
P(X — 1P(Y — 1) — 0.5, P(lX—YI—1)— P(X — 1)JP(Y — 0) - 
P(X—OJP(Y—1)— 05. E(X-4Y)— EX 4 EY —1, E(IX — YI) — 0.5, 





E((X3Y)IX—YI) — E(1x2—Y2]) — 05. Így cov(r 4Y.1X—-Y]) — 
05—1-05— 0. X3Y és [X — YI] nem lehetnek függetlenek, mert pl. 
PCXGY —0]X—-YI— 1) — 0, de P(X4Y —0)P(IX—Y]—1) — 
025 : 05 7 0. 
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III.7.5. Feladat: Két azonos képességű atléta versenyt fut. Mindket- 
tejük eredményét m — 10,1 és c — 0,1 paraméterű normális eloszlással 
jellemezhetjük másodpercekben. Mennyi a valószínűsége, hogy az egyik 
versenyző legalább 0,2 másodperccel legyőzi a másikat? 


Megoldás: X,Y € N(10,1,0,1)- X—-Y € N (0, 0.02) 
P(IX-YI202-1-P(X-YI-202-1-P(-02-X-Y c 0.2) — 


0.1 0.3 
1- (6 (4) rő (tn) 
III.7.6. Feladat: Ha X és Y független valószínűségi változók, határoz- 
zuk meg V — miní(X,Y ) és W — max(íX,Y ) eloszlásfüggvényét! 








Megoldás: P(Vc3)—1—P(V22)—1—P(X2zrY2 cz) — 
1—P(X21)-PG 2 2)—1—(1—Fx(z)):(1—Fy(2)). 
PWczr1)—P(XczrY car) —P(X cz) P(Y c 71) — Fx(r) : Fy(2). 


III.7.7. Feladat: Két szabályos kockával dobunk. Jelentse X a hatos 
dobások számát, Y pedig a dobott számok összegét. Adjuk meg X és Y 
együttes eloszlását! 


Megoldás: Az alábbi táblázatban az oszlopok tetején szerepelnek az X 
lehetséges értékei, a sorok elején pedig az Y értékkészletének megfelelő szá- 
mok állnak. Az (iz, j) koordinátáknak megfelelő cellában a P(X —i,Y — j) 
valószínűségek találhatók. 


Y peremeloszlása 








1/36 
2/36 






































X peremeloszlása 
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Például a táblázat nyolcadik sorának és második oszlopának keresztező- 
désében azért áll 2, mert a 36 dobási lehetőségből csak kettő felel meg az 
X-1, Y — 8 feltételeknek: a (6,2) és a (2,6). Az Y eloszlását a sorokban 
álló valószínűségek összeadásával, az X eloszlását pedig az oszlopokban álló 
valószínűségek összeadásával kapjuk meg. Látható az is, hogy X nem függet- 


len Y-tól, hiszen pl. P(X—2Y—2—02AP(X—2)-P(Y —2)— 7. 








III.7.8. Feladat: Az X és Y valószínűségi változók együttes eloszlását 
tartalmazza az alábbi táblázat: 























Mekkora a p paraméter értéke? Független-e X és Y? 





Megoldás: Mivel az együttes eloszlás elemeinek összege 1, így 60p — Il, 
azaz p—z: X és Y függetlenek, mert minden lehetséges értékpárnál tel- 
jesül a függetlenség feltétele, pl. P(X——1) — £.P(Y— —1) — 4 és 
P(X —-—1,Y ——1) éz stb. 


III.7.9. Feladat: Először egy szabályos kockával dobunk, majd a dobott 
értéknek megfelelően kihúzunk lapokat egy 32 lapos kártyacsomagból. Jelölje 
X a kihúzott lapok között található figurás lapok számát, Y pedig legyen a 
kihúzott királyok száma. Adja meg a P(X — 4,Y — 2) valószínűséget! 


Megoldás: Ha a kockával 1, 2,3-t dobunk, P(X — 4,Y — 2) — 0 nyilván, 
mert négynél kevesebb lapból nem lehet négy figurást kihúzni. Ha a kockával 
4-et dobunk akkor a keresett esemény : ,.2 király és 2 figurás nem király". 
Pp — P(X—4yY—2].4-et dobunk a kockával") — kae Ha a kockán 
ötöst kapunk, az esemény: ,2 király és 2 figurás nem király és 1 egyéb". 
Pp.—P(X—4Y—2] ötöt dobtunk a kockával") — LÖLGBN Végül, ha a 
dobás hatos volt, a keresett esemény: ,2 király, 2 Águrás nem király és 2 
egyéb". 
p3— P(X—4,Y —2]. hatot dobtunk a kockával") — —- A teljes va- 


6 


lószínűség tételéből: P(X — 4,Y — 2) — £(pi- pa 4 ps) . 
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III.7.10. Feladat: Legyen az X és Y együttes sűrűségfüggvénye 
f(r,y) — 2e€977", 0 c Try c 00 (egyébként f(r,y) — 0). Határozza meg 
a peremsűrűségfüggvényeket! Független-e X és Y? 


Megoldás: fx(x) — f 2e7277Ydy — 2e-?" ( ey dy — 2e€-2", x 5 0. fy(y) — 
f fi 


f2e777-1 da — 2e7V (edz — e7V, y 5 0. Mivel f(r,y) — fx(x) : fy(y), 
f f 
így X és Y függetlenek! 


III.7.11. Feladat: Legyen az X és Y együttes sűrűségfüggvénye 
1(rtyáz , ha0crzcalésOcgyci 
Ha zrsstr E ek, 
, egyébkén 
Határozza meg a peremsűrűségfüggvényeket! Független-e X és Y? 


2 


ki ab 
Megoldás: fx(r)— f08(r3ryty]jdy—08]rytrs 5] — 1.217 
li o 





04, fy(y)— 1.2y 4 0.4 teljesen hasonlóan. Látható, hogy nem függetlenek, 
mert fxy(r.y) 7 fx(a)fr(y). 


III.7.12. Feladat: Ultizásnál a 32 lapos magyar kártyából kettőt talon- 
ba osztanak. Jelölje X a talonba került piros színű lapok, Y pedig az ászok 
számát! Adja meg X és Y együttes eloszlását! Független-e X és Y ? 



































Megoldás: 
(2) 4 210 MG 63 
P (X 0, Y 0 (6) 16.317 P (X 0, ú 1) CZ) 16.317 
6. 3 MD uz 
P(X-—-0Y-—-—2 CZ — Tsa P(X-—-1I,Y—0) úg TEGYE 
gt ÉT Ai 5 1 
P(x e [YE 1 szó ( mék ) ed TÉT: P(X 1 Z5b 8 2 (5 16.317 


P(X—2yY—-0 
P(X—2,Y — 2) — 























DESZNGNT BE 7 1 192 28 1 
(E(XY) — 1 őst 2 rear t2 rez BX— lési t2 ém 
EY—1-£512- zs — Tf 7 cov (X.Y) — 0, de nem függetlenek! ) 





III.7.13. Feladat: Legyen a (X, y)" valószínűségi változópár együttes 
2 


a Ég ön BE 
sűrűségfüggvénye: f (x,y) — 276 ; HÉA SIMI ; 1] . 
378 7", egyébként 
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a.) Adja meg a peremsűrűségfüggvényeket! 
b.) Kétdimenziós normális eloszlású-e (X,Y)" ? 


Megoldás: 


a) feln) — Í elmelvdya f 4 dy — ol), hasonlóan: fel) — ely) - 
X.Y EN(0,1). 


b.) Nem kétdimenziós normális eloszlás, mert más a sűrűségfüggvénye. 
p(r)e(y) kellene. 


III.7.14. Feladat: Legyen az X € U(0,1) valószínűségi változó kettes 
számrendszerben felírva: X — 0, X1.X2 . . .. Függetlenek-e az Xi és X2 dig- 
itek? 


1, haX51 
ha e 3 25 
Megoldás: Xi st 0, ha0£X e 1 E 
3 új fi 
1, haX 27 vagy SX c; 
0, has €X ci vagy X ci 
táblázat tartalmazza: 


Xs . Együttes eloszlásukat az alábbi 








0] Xi perem 














ahonnan már leolvasható, a függetlenség ténye. 


III.7.15. Feladat: Legyen X a [0.1] intervallumon egyenletes eloszlású 
valószínűségi változó, Y — sin (27X) és Z — cos (2m.X) . Számolja ki a (Y, 2)" 
pár kovarianciamátrixát! 


27 27 
Megoldás: EY — s- fsinzdz — 0, EZ — s fcoszdz —- 0, 
[0 fd 


27 
oY — EY? — £ f sinjzdz — 0.5, 
f 
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27 
TSZEZEZE E ze [ősét B; EZ) — £ fo. 5sin2rdr— 0 


SD Ms 80. 


III.7.16. Feladat: Egy szabályos pénzérmét addig dobálok, amíg má- 
sodszorra nem kapok fejet. Jelölje X a szükséges dobások számát. Adja meg 
X várható értékét és szórását! 





Megoldás: X — Y171-Y2, Yi, Y2 € G(0,5) SÖBÉGHlejék EX— EY 3-ErY — 
232-—-4 P(X-kJ— P(Ih5Y—k) — EPM ]P(O2—k—1) 











kzd 
05" 991—(k—1)0,5". 


ti 


III.7.17. Feladat: Legyenek X és Y független, azonos f(x) sűrűségfügg- 
vényű valószínűségi változók. Számoljuk ki a P(X c Y) valószínűséget! 


Megoldás: P(X cY) — P(X—-Y c c s Ex 184 Mivel foy(z) — 





J(—r), így a konvolúciós képletből fx-y(zr) — s], T(0) f(t 4 t)dt adódik. 
7 0 0 00 
Így Fx-y(0)— f fx-v(a)dr— f f f(b)f(z1- 1) dtdz — 


z Toli f(zh 2) de] dz- ff) [67 ay] dzs 


aj tgreez [ő es 
HE Eki ss 


III.7.18. Feladat: Legyenek X,Y € E(A) függetlenek. Mennyi a 
P (X — z LY — §) valószínűség? 


Megoldás: Mivel X — x és Y-§ szintén azonos eloszlásúak és függetlenek, 


az előző feladat eredményét felhasználva, a keresett valószínűség 2: 


III.7.19. Feladat: Legyenek Xi, X2, . . . , Xn független, azonos eloszlású, 
folytonos valószínűségű változók. Mennyi a P(max(.X2, . . . , Xn) C X1) va- 
lószínűség? 
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Megoldás: Jelölje f(z), F(z) a közös sűrűségfüggvényt, illetve eloszlás- 
függvényt, és legyen Y — max(fX2, . . . , Xn)! Ekkor 
fr(2)— (n—1)(F(m)) "7 f(x). (a IIT.7.6. feladat megoldását n-re általáno- 
sítva és deriválva) 


P(Y c X)—-P(Y— XI €0)— Fyx(0 sg firsg(jdk atól 
Ív -x,(t) a konvolúciós képletből számolható: 


fr-x(0— J Íy(t 4 2) f()dz — Jn (P(t 2)? (tr 2) f(e)de. 


öle KEL ESE 0ulső 
7 J 7) J (n— 1) (F(t4 2) f(t- z)dtdz — JT fe) Jt dz — 


III.7.20. Feladat: (Két valószínűségi változó szorzatának eloszlása) 
Legyen X és Y valószínűségi változó az (2, $, P) Kolmogorov-féle valószínű- 
ségi mezőn. Jelölje fxy(r,y) az együttes sűrűségfüggvényüket. Bizonyítsuk 


be, hgya7Z7—X-Y VAlÓSZÍTTÁSÉSI változó sűrűségfüggvénye: 
2()— f fevlt 5-1] dt - T férő 9. lél at. 

Ha X és y függetlenek is, akkor 
ák gyere NN 


Megoldás: Legyen most 
y1 — ui(T1, 12) — Ti: 72 ) sát; ( maja — u !(yi. 42) — 21 
y2 — uo2(z1, 72) — 72 12 — uz (yi 2) — 
D-R? H- t(vi. 42) ly2 703, 
sz, elt 
J(vi. 42) — ( ú fi ) —  [det(J(vi,y2))] — 
Alkalmazva a transzformációs tételt, a Z — X-Y és Y együttes sűrű- 


4 18 
92 [/ 








ségfüggvénye: fzy(wyi, 2) — fx, y( 1.42) ; NÉ Innen Z sűrűségfüggvényét 


kiüt tegrálássa] számolhatjuk: 
oo 


fz() évi ai fzv (yi. y2) dy2 — ca Txgy(ih 2) 


— 69 e 








dya 3 


92 
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dv2 


Az utóbbi MESS az 7 -t, 5 — —7 változó transzformációval kapjuk 


az fz(y BAT Íxy un 2). y2 


Kés felé ) - fv(w), így j 
— ff fele TE at — ff) (0-8 at. 








da képletet. Ha X és Y függetlenek, akkor 


III.7.21. Feladat: (Két valószínűségi változó hányadosának eloszlása) 
Legyen X és Y valószínűségi változó az (0, $, P) Kolmogorov-féle valószínű- 
ségi mezőn. Jelölje fxy(r,y) az együttes sűrűségfüggvényüket. Bizonyítsuk 


be, hogy a Z — si valószínűségi VAZLoZÓ sűrűségfüggvénye: 
(2) — TEEBESb I] dt — új fxey(t,2) - Edt. 

Ha X és Y függetlenek is, akkor s 
2-0 — Tf fole e fel eV at 


Megoldás: Legyen most 
11 — ui(r1, 12) — kr ) kt ( Yi: y2 — ur (via) — 11 
y2 — Uo(T1, 12) — T2 2 — u (yi. 42) — 72 
D — I[(ri, 72) I 72 40),H - R2, 


Ja. ye) — § § je ) 8 [det( (ge (vi. 42))] — [val - 


A transzformációs tételt alkalmazva, a Z — . és Y együttes sűrűségfügg- 


vénye: fzy(yi,y2) — fx.v(wi : y2.y2) : lvol . Innen Z sűrűségfüggvényét kiin- 
tegrálással, számolhatjuk: 


, 


fz(n) Só fzav (yi, 42) du — J Tx.v(y" 2.2) " lyel dv2. 


Az utóbbi integrálban az 11: y —t, 92 z zi változó transzformációval 


kapjuk az fz(w) st Txwy (12, Hz) : Hl dye képletet. Ha X és Y függetle- 
nek, akkor fxy(z, ző EZ 7 Hale) : (gy ); így 
Too 
2)— f fxW- ) 16] dt — T fele fr(9) ll dt. 


III.7.22. Feladat: Legyenek X,Y € N(0,1) függetlenek. Határozzuk 
meg a Z — . sűrűségfüggvényét! 
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Megoldás: fz(r)— f lyle(rye(w dy— f E exp (5) dy. 


Szög Sz ága 
Végrehajtva az yVr2- 1 — z változócserét: 
00 2 00 
e. lzl -— 1 pelsaeti 2 -5 1 VERES 
fz(2) J 27 FETT ú testi d FEET ú az dz 
mét?) 


SETS 1 
I SET 








00 


azt 

—  27r(r2t1) [e 
Megjegyzés: Z eloszlását Cauchy- vagy ti (1 szabadságfokú Student ) elos- 

zlásnak nevezzük. 


III.7.23. Feladat: Tekintsük a 7 — [—2,2] x [-1, 1] téglalapon véletlen- 
szerűen kiválasztott P pontot! Igaz-e, hogy P polárkoordinátái függetlenek 
lesznek? 


Megoldás: Jelölje R és a a polár, X,Y pedig a descartes-i koordinátákat. 
Ekkor R? — X7 3 Y3, és a — arctg 5. R és a együttes eloszlásfüggvénye: 
P(R ctVPjacu)— P(X33Y? eV ,Y c Xtgy). Az origón átmenő tgu 
meredekségű egyenes mindig felezi az origó középpontú, t sugarú kör te- 
rületét, így P(R? c Va c u) — £P(R c VP) — Pl(acujP(R et) — 
függetlenek. 





III.7.24. Feladat: A férfiak testmagasságát X € N(175,10) , a nőkét 
Y € N(165,8) valószínűségi változókkal modellezve, mekkora annak a való- 
színűsége, hogy egy tetszőlegesen kiválasztott férfi 10 (cm)-rel alacsonyabb, 
mint egy tetszőlegesen kiválasztott nő? 


III.7.25. Feladat: Egy autó X (km)-t tud defekt nélkül megtenni, ahol 
X € FO), azaz P(X c1) —1—e77,z 5 0. Egy 12000 (km) hosszúságú 
úton mennyi annak a valószínűsége, hogy az autó legfeljebb egy defektet kap? 


(A — 10-99. 
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Megoldás: X1, Xa az első illetve második defektig megtett út, Y a defek- 
tek száma. P(Y —0)9— P(XI 2 12000) — er! 3, 
P(Y—1)— P(Xi c 12000, Xi -- X2 2 12000) — 
- P(Xi c 12000) — P(Xi 4 X2 c 12000) — 1,2e7!3, mert a Xi 2 X2 kon- 


volúció sűrűségfüggvénye: f AeTMAeTMe dt — Mre7Mt a 
f 
P(Xi 4 X2 ar) — f AterMdt—1—e-T [1-4 Az]. A keresett valószínűség: 
f 
P(Y-0-4P(Y—1)—22e. 


III.7.26. Feladat: Az (X,Y)" valószínűségi változó pár együttes sűrű- 
ségfüggvénye f(r,y)— e", hal c r c 9 és y 5 0 (egyébként f(r,y) — 0). 


a.) Független-e X és Y? 
b) ECYHY)—? 02(X4Y)—? 





c) P(OSX-TY31)—? 


Megoldás: fx(x) — §.z € [1.9]. fy(y) — 4679,y 5 0. 


a.) Függetlenek! 





b.) EX3EY—54302XtoY—ÉTT 


40 4 


T.6d 
c) P(OSXcTY21—ffjeYdydr— 5. 
11 
III.7.27. Feladat: Két biatlon versenyző X, illetve Y óra alatt futja a 
10 km-es távot, ahol X és Y független exponenciális eloszlású valószínűségi 
változók A — 2, illetve uw — 2.1 paraméterekkel. Ha a két versenyzőből 
csapatot szervezünk akik 5 km-nél váltják egymást, mennyi a valószínűsége, 


hogy 20 perc alatt teljesítik a 10 km-es távot? 


Megoldás: A 10 km-t ect. idő alatt teljesítik. A konvolúciós sűrűségfügg- 
vény: fxav(m) — f der) yet dt — 4,2 (e727 — er2Mr) c 
0 


04 
P(SZ- c 3) — [xv (0) dt — 4,215(1—e798) A zt (e70őt — 1) . 
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III.7.28. Feladat: Legyenek X,Y € G(p) függetlenek. Bizonyítsa be, 
hogy P(X-—-k]X3Y—n) — (ee): 





1 
n-1? 


Megoldás: P(X—-k] X3Y—n) — GJSES ET Ez KE TECS ETTE ő 








III.7.29. Feladat: Te X € Po(2) és Y € Po(y) függetlenek. 
Mutassuk meg, hogy X-nek az X3Y — n feltételre vonatkozó feltételes 
eloszlása binomiális! 








Megoldás: P(X4Y—-0)— YP(X—j)P(Y—1—j) 





z ts ii z 
szi hi A Te. re Ü 2 re —(At4) Ba AT —ji Ai u-i se sz] e7lth) 


FESS TY € Po(At 4). P(x -k]X3Y-n) - EE 
A szig Ek fú k n-k 
P(X-k,Y—n—k) . Trő ku KT il A u 
P(XTY-n) HAN -orm 0 kín—K (3) (5) . 


ez pedig a B (a 47) eloszlás! 














MzpIT 


III.7.30. Feladat: Egy tyúk X € Po(A) tojást tojik. Minden tojásból 
egymástól függetlenül p valószínűséggel kel ki kiscsirke. Mennyi a kiscsirkék 
számának várható értéke? 


Megoldás: Jelölje Y a kikelt kiscsirkék számát! 


P(Y-k]X-n)— (JPL o E(YIX —n) — 


-np(c E(y IX) — Xp). Így EY — 9 (np)$re9 — p- EX — p. A. 
azü 








III.7.31. Feladat: Az előző feladat jelöléseivel adjuk meg E(XIY—k) 
regressziós sorozatot, illetve az E(X I] Y) regressziót! 


Megoldás: Legyenn 2 k. 
P(X-n]Y —k) — P(GY-KIX-mP(X-n) 102 DE poz AREA 
P(Y-k) rG JP k(1—pj— TETEJE A 
— e. Így E(XIY-4)- DnP(X-n]Y —k) — 
n2k 
- yzett 0—-DA-k E UA e-t 








(n-k)! 
—(1—p)A--k. Ebből már látható, hogy E(XIY)—Y - (1 — p) A. 
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III.7.32. Feladat: Dobjunk n-szer egy szabályos dobókockával. Jelölje 
X a hatosok számát, Y pedig a páros dobások számát! Számoljuk ki az 
E(X I Y) regressziót! 


Megoldás: Ha k £ I, akkor P(X-k]lY—-1)- SS - 








a KESZI e. IZ ez () (DE (jr 


G 
Így E(XIY —7) — pi (D(DT (DTS — 1, azaz E(XIYJ— E 


III.7.33. Feladat: Legyen ő) € N2 (0: ( 179 . Határozzuk meg a 
P(X 20,Y 2 0) valószínűséget! 


Megoldás: 
fxx(z.4)— E exP (zat (27 — 2ray 4 v?)) si 


2 
7. Ter exp (5) exp ( Fi (s) ) az együttes sűrűségfüggvény. 


P(X20Y 20) — ff fxy(z.y)dzdy — 
o 


- [Izz o0($) ev(-s (sz) ) ara - 



































A ; 2—r v1-—ré or 
végrehajtva az erzi -uy-v J(u,v) — va ag jé v1—r2 
változócserét: — - : - — Ai exp (-é £) dudv — 
[9 
polárkoordinátákra áttérve: 
u— Rcosa, v — Rsina, J(R, a) — dá TE. st 
60 xf2 
kapjuk, hogy : : - — bei J I. Rexp (E) dadR — - rön s- arcsin jé 


0 — arcsinr 


III.7.34. Feladat: Legyenek V, W € U (0, 1) függetlenek. Ha 
X — v—-2]lnV cos2zW és Y — V—-2]n Vsin27W, akkor bizonyítsuk be, 
hogy X,Y € N(0,1) függetlenek! 


( Megjegyzés: Ezen az eredményen alapszik a standard normális eloszlású 
véletlen számok generálásának Box-Müller módszere.) 
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Megoldás: Először felhasználjuk, hogy UV — —2lnV E E (3) és 
Z — 2TW € U(0,27) függetlenek. Ezért fez(u, 2) — $exp(—3) : 
u 5 0,z € (0,27) . Végrehajtva a T — VU, Z — Z transzformációt: 
fr.z(t.2) — fuz (Vt. 2) — texp (-5) 5. Most az X — Tcosz,Y — TsinZ 


- VX23Y3 7 — arctg 5 JTA, YIS ZETT transzformációt végre- 


. 43 fé: 
hajtva fxyír,y) — frz(vT? 4 y2, arctg CÜNVEZE — exp (59) ; 








ami már igazolja az állítást. 
III.7.35. Feladat: Mutassuk meg, hogy ha X,Y € N(0,1) függetlenek, 
E. 4 5 len ne dX mi d odida 1 
HÁZ esse VTZERY jé KENETET á a 2 ; 


( Megjegyzés: Ezen az eredményen alapulva lehet előírt várhatóérték-vektorú, 
és kovarianciamátrixú síkbeli normális véletlen vektorokat generálni. ) 








Megoldás: Legyenek V — mi diX W — m2 4 odoX 


mi di at 

(az (a eresz) mer ( zs vi 
K (m, 
W S-t 


V 
W 
normális eloszlás transzformációs törvényéből: ( 


I zk 


li, El 


ami már igazolja az eljárást. 


III.7.36. Feladat: Ha X — ( v ) e N2 (4.2) , akkor számoljuk ki a 
5 d 
P (Ax - pe (A e 4) 2 e) valószínűséget, ahol z 5 0 tetszőleges! 


( Megjegyzés: A keresett mennyiség azt adja meg, hogy mekkora a való- 
színűsége annak, hogy az X kétdimenziós normális vektor értékei az 
(z (2—) E (z — 4) — e egyenletű ellipszis belsejébe essenek. Az ú.n. 
szórásellipszis centrumpontja a u várhatóérték-vektor, tengelyei pedig a 2 
kovarianciamátrix sajátvektorainak irányába mutatnak. A szimmetriatenge- 
lyek hosszainak aránya a 2 sajátértékeinek arányát adja, míg a tengelyek 
hosszai függnek €-tól.) 7 


Megoldás: Legyen z 5 0 tetszőleges! Ekkor 
(X—w zt (Xx— u) ce a YTY c e, ahol 
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7 (X 2 1) , ezér 
ex See Mivel YY e F (5) , ezért 


ii 
(kegy e em ze eB(BIgj egeievős 


III.7.1. Gyakorlat: Legyenek X,Y € G(p) függetlenek. Adja meg a 
P(X —Y) valószínűséget! 


a 
P 


III.7.2. Gyakorlat: Egy autószerelő műhelybe érkezve két autó van előt- 
tünk, az egyiket éppen szerelik. Feltételezve, hogy a szerelési idők egymástól 
független E (2) eloszlású valószínűségi változók, mennyi a valószínűsége, hogy 
autónkat 1 (órán) belül megjavítják? 


III.7.3. Gyakorlat: Legyenek X,Y € E(1) függetlenek. Bizonyítsa be, 
hogy min(X,Yb e E (2) és, hogy max(X, Y) eloszlása megegyezik X 4 5Y 
eloszlásával! 


III.7.4. Gyakorlat: A karácsonyfánkon 15 db egymással sorosan ösz- 
szekapcsolt színes égő világít. Az izzók élettartamai egymástól független, 
külön-külön exponenciális eloszlású valószínűségi változók, melyek várható 
értéke 30 óra. Amikor elalszik a fény, azonnal kicserélem a kiégett izzót. 
Adja meg az izzócserék közötti időtartam eloszlását! 


III.7.5. Gyakorlat: A karácsonyfánkon 15 db egymással sorosan ösz- 
szekapcsolt színes égő világít. Az izzók élettartamai egymástól független, 
külön-külön exponenciális eloszlású valószínűségi változók. Milyen kellene, 
hogy legyen az izzók élettartamának várható értéke ahhoz, hogy 100 órás 
üzemelés alatt 9596-os valószínűséggel ne kelljen izzót cserélnem? 


III.7.6. Gyakorlat: Két kiváló Forma 1-es versenyző körideje az időmé- 
rő edzésen egyaránt egyenletes eloszlású az [21 , 1:227] időintervallumban. 
(Az óra ezredmásodperc pontossággal tud mérni.) Mennyi a valószínűsége, 
hogy azonos időt fognak menni egy adott körben? Kisebb vagy nagyobb 
annak a valószínűsége, hogy ha mindegyiküknek két kísérlete van, akkor a 
két-két eredmény minimuma azonos? 


III.7.7. Gyakorlat: Tegyük fel, hogy minden héten tízmillió szelvénnyel 
fogadnak. Mennyi annak a valószínűsége, hogy tíz héten keresztül nem lesz 
ötös találat? 
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III.7.8. Gyakorlat: Pincénkben 2 db párhuzamosan kapcsolt izzó vilá- 
gít. Az izzók élettartamai egymástól független, külön-külön exponenciális 
eloszlású valószínűségi változók, melyek várható értéke 6 hónap. Csak akkor 
szoktam izzót cserélni, ha már mindkettő kiégett. Vezesse le az izzócserék 
közti időtartam eloszlásfüggvényét! 


III.7.9. Gyakorlat: Legyenek X,Y € N (0.1) függetlenek, és 
7Z7-]X7 YI. Határozza meg Z sűrűségfüggvényét! 


III.7.10. Gyakorlat: Legyenek X,Y € E (A) függetlenek, és 
7-]IX—Y]. Határozza meg Z sűrűségfüggvényét! 


III.7.11. Gyakorlat: Legyenek X,Y € E (A) függetlenek, és 
Z— X 7 65Y. Határozza meg Z sűrűségfüggvényét! Mennyi a Z várható 
értéke és szórása? 


III.7.12. Gyakorlat: Egy csomag 32 lapos magyar kártyából kihúzunk 
visszatevés nélkül 10 lapot. Legyen X,, X2, XA, Xm rendre a kihúzott piros, 
zöld, tök és makk színű lapok száma! Adja meg ( X,, X.. X1. Xm T eloszlását! 
Mennyi a P(X, c X.) valószínűség? 


III.7.13. Gyakorlat: Legyenek Xi, X2, . . . , Xn € E(A) teljesen függet- 
lenek. Határozza meg a 
Pk—P(X18X28...FX4PEIcCXI5X2-R...FXr- Xrgi 
valószínűséget! (1 Ck €n—-1). 








III.7.14. Gyakorlat: Az X és Y együttes sűrűségfüggvénye 
— f al tryáy), ha0czryel 
Ixy(ry)— ( 0, egyébként 
Mennyi az a értéke? Független-e X és Y ? 


III.7.15. Gyakorlat: Háromszor dobunk egy szabályos dobókockával. 
X a kapott hatosok száma, Y a kapott páros értékek száma. Adja meg X és 
Y együttes eloszlását, kovariancia mátrixukat. Független-e X és Y? 


III.7.16. Gyakorlat: Írja fel két független valószínűségi változó együt- 
tes sűrűségfüggvényét, ha az első standard normális, a második pedig 0.2 
paraméterű exponenciális eloszlású! 
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III.7.17. Gyakorlat: Az [—1,1] x [—1, 1] négyzeten egymás után sorso- 
lunk ki véletlen pontokat. Akkor állunk meg, amikor a kisorsolt pont először 
esik bele az origó középpontú egységkörbe. Mi a pontok számának eloszlása? 


III.7.18. Gyakorlat: Ha a v — (X, y)" vektor egyenletes eloszlású az 
origó középpontú, egységnyi sugarú körlemezen, mi a sűrűségfüggvénye a 


vektor hosszának, Ill] — VX? 4 Y?—nek? 


III.7.19. Gyakorlat: Ha X,Y € U (0, 1), akkor mi az (X4Y,X — y)" 
kétdimenziós valószínűségi változó várhatóérték-vektora és kovarianciamátrixa? 


III.7.20. Gyakorlat: Legyen az X és Y együttes eloszlásfüggvénye: 
Fxy(x,y)— 23y 0 22 £1,0 £y £ 1. Mennyi a 
P (0,25 £ X c 0,75, 0,25 c Y c 0,5) valószínűség? 


III.7.21. Gyakorlat: Határozza meg az origó középpontú 1 sugarú kör- 
lapon vett egyenletes eloszlás kovarianciamátrixát! 


III.7.22. Gyakorlat: Legyen az ( X, y)" valószínűségi vektorváltozó sű- 
rűségfüggvénye f(xr,y) — £ [6r7y — 122y -- 6y 4 187? — 367 18], z € [0, 1] , 
y € [0, 1]. Függetlenek a komponensek? 





III.7.23. Gyakorlat: Két ember mindegyike addig dob fel egy-egy sza- 
bályos pénzérmét, amíg az első fej ki nem jön. Mennyi a valószínűsége, hogy 
ehhez mindkettőnek ugyanannyi dobásra van szüksége? 


III.7.24. Gyakorlat: Egy jól megkevert csomag 32 lapos magyar kár- 
tyából leosztunk 8-at. Legyen X — 1, ha a leosztott lapok között van piros, 
és X — 0, ha nincs. Legyen továbbá Y — I, ha van a nyolc lap között ász, és 
Y —0 különben. Adja meg X és Y együttes eloszlását! 





III.7.25. Gyakorlat: Két busz egymástól függetlenül X, illetve Y idő 
alatt éri el a megállót, ahol én várakozom. Bármelyik busszal tudom az 
utamat folytatni. Mennyi a valószínűsége, hogy z 5 0 időn belül befut 
valamelyik, ha X,Y € E(A) függetlenek? 


B b E OESZ 
III.7.26. Gyakorlat: Legyenek X,Y € U (0,1) függetlenek, Z — ís. 
Számolja ki Z sűrűségfüggvényét! 
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III.7.27. Gyakorlat: Legyen X € U(0,1). X segítségvel generáljon 
az origó középpontú egységkör kerületén egyenletes eloszlású kétdimenziós 
véletlen pontot! (Segítség: Z — cos2mX,Y — sin2mX). 


III.7.28. Gyakorlat: Egy műszerben egy bizonyos főegység átlagos élet- 
tartama 2 év, a beépített ellenőrző rendszeré pedig 3 év. A használat során 
egyik sem öregszik és egyikük tönkremenetele sem függ a másiktól. Mennyi 
a valószínűsége, hogy az ellenőrző rendszer előbb romlik el, mint a főegység? 
(Segítség: X EE (3) a főegység Y e E (3) az ellenőrző egység élettartama, 
függetlenek. Mennyi P(Y c X)?) 


III.7.29. Gyakorlat: Legyenek X € Po(0,5) és Y € Po(0,1) függetle- 
nek! Mennyi P(X3Y — 2)? 


III.7.30. Gyakorlat: Legyenek X € G(0,5) és Y € G(1,5) függetle- 
nek! Mennyi P(X3Y — k) , (k—2,3,4,...)? 





III.7.31. Gyakorlat: Számolja ki az fx(r)— 1, r € [0,1] és az fy(wy) — 
A, y € [2.3] sűrűségfüggvények konvolúciós sűrűségfüggvényét, fegy(t)-t! 


III.7.32. Gyakorlat: Legyenek X,Y € U (0, 1) függetlenek, 
Z-2X—Y. Számolja ki Z sűrűségfüggvényét! 


III.7.33. Gyakorlat: Legyenek X,Y € U (0, 1) függetlenek, Z — X—Y. 
Számolja ki Z eloszlásfüggvényét! 





III.7.34. Gyakorlat: Bináris, --1 értékű egyformán valószínű szimbólu- 
mot küldünk át zajos csatornán, ahol a szimbólumhoz tőle független 
f(z) — 0,5(1—05lz]). z e (—2,2) sűrűségfüggvényű zaj adódik. Ha a 
csatorna kimenete pozitív, akkor 1 mellett, egyébként -1 mellett döntünk. 
Mennyi a hibás döntés valószínűsége? 


III.7.35. Gyakorlat: Egy fogorvosi rendelőbe érkezve, ketten vannak 
előttünk, az egyiknek éppen most kezdték el a kezelését. A fogorvos egy 
pácienssel 0,5 paraméterű exponenciális idő alatt végez. Mennyi annak a 
valószínűsége, hogy egységnyi időn belül sorra kerülünk? Oldjuk meg a fela- 
datot akkor is, ha párhuzamosan két orvos fogad egyszerre! 
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III.7.36. Gyakorlat: Egy berendezés X ideig működik hibamentesen, 
és Y idő kell a javításához, ahol X € E (2) és Y € E (4) egymástól függet- 
lenek. Mennyi annak a valószínűsége, hogy a gépet a Tf 5 0 időtartam alatt 
legalább kétszer kellett javítani? 


III.7.37. Gyakorlat: Legyenek X € N (5,2) és Y € N(1,3) függetle- 
nek. Adja meg a P(X c Y) valószínűséget! 


III.7.38. Gyakorlat: Az emberek testsúlyát NA (75,12) eloszlással mo- 
dellezzük. Ha egy négyszemélyes lift 320 (kg)-os összteherbírású, akkor meny- 
nyi a valószínűsége, hogy egy négy fős csoport túlsúlyos lesz? 


III.7.39. Gyakorlat: Egy üzemben két gép üzemel egymástól független 
Xi és X2 ideig, ahol X1, X2 e F(0,2). A folyamatos gyártáshoz az egyik 
gép üzemeltetése is elegendő, a másik gép tartalék. Ha az éppen műszakban 
álló gép meghibásodik, azonnal a tartalékot állítják üzembe. Melegtartalék 
esetén a tartalék gép is állandóan be van kapcsolva, azaz ilyenkor a folyamatos 
működési idő max(f X1, X2 b. A hidegtartalékolás esetén a tartalék gépet csak 
az üzembeállítás pillanatában kapcsolják be. Tehát ilyenkor a folyamatos 
üzemeltetési idő Xi -k X2 lesz. Határozza meg a folyamatos üzemeltetés 
idejének várható értékét meleg-és hidegtartalékolás esetén! 


III.7.40. Gyakorlat: Legyen X ec E (2). Határozza meg a cov (X, X?) 
számot! 


III.7.41. Gyakorlat: Legyenek Xi, X2, . . . , Xn független, azonos elosz- 
lású valószínűségi változók. Tegyük fel, hogy P(X; 5 0) — 1. Bizonyítsa be, 


Xebüstestür b sz 
hogy E Gst) ii 


III.7.42. Gyakorlat: Legyen az X valószínűségi változó olyan, hogy 
P(X50)—a,P(Xc0)— 8, EX— a, EIlXI-— b. Számolja ki a 
cov (x, 51-i 








III.7.43. Gyakorlat: Legyenek Xi, X2, . . . , Xn független, azonos elosz- 
lású valószínűségi változók. 
P(X;—1)—P(X; 1—5P(X.—0)—5(i—1,2,... ,n) . Számítsa ki 








n 
az Y — )" X; valószínűségi változó várható értékét és szórását! 
i-1 
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III.7.44. Gyakorlat: Legyenek X és Y független valószínűségi változók. 
Bizonyítsa be, hogy 02(XY) — 02Xo?Y 4 (EX o?Y 3 (EY) 2 X. 


III.7.45. Gyakorlat: Legyenek Xi, X2,..., Xn € U(0,1) teljesen füg- 
getlenek. Ezek kijelölnek n -k 1 db részintervallumot (0,1)—en. Jelölje Y4 
a k-adik részintervallum hosszát (k— 1,2,...,n-41). Mutassa meg, hogy 


s etd 
EY, — —7! 


III.7.46. Gyakorlat: Fodrásznál sorunkra várunk. Mekkora a valószí- 
nűsége, hogy az átlagosnál tovább várakozunk, ha a várakozási idő EF (2)? 


III.7.47. Gyakorlat: Legyenek Xi, X2, . . . , Xn független, azonos elosz- 
lású valószínűségi változók, melyeknek létezik a várható értékük és szórásuk: 


EX; — u, 0? X; — d. Fejezze ki u és d függvényében a c? (B: : x) és 
íz1 





cov íz 1.X.2 x.) mennyiségeke 
1—1 (—1 


III.7.48. Gyakorlat: Három szabályos kockával dobunk. Jelölje Y a 
dobott értékek összegét. Adja meg EY-t és o?Y-t! 


III.7.49. Gyakorlat: Legyen X € N(0,1). Számolja ki R(X, X)-t! 


III.7.50. Gyakorlat: Egy kalapban egy-egy cédulára fel vannak írva az 
1,2,3 számjegyek. Egymás után, visszatevés nélkül kiveszünk két cédulát. 
X az első, Y a második húzás eredménye. Adja meg R ( X, Y)-t! Független-e 
XésY? 


III.7.51. Gyakorlat: Bizonyítsa be, hogy ha X és Y azonos szórású 
valószínűségi változók, akkor X 3Y és X —Y korrelálatlanok! 


III.7.52. Gyakorlat: Legyenek X,Y € N (0,1) függetlenek! V -— X4Y 
ésW—-X-Y-71. Adja meg a (V.W)" vektor kovarianciamátrixát! 


III.7.53. Gyakorlat: Legyenek X,Y független valószínűségi változók, 
ahol EX —4,EY — 0,52X —1,07Y — 2. Határozza meg az alábbi mennyi- 
ségeket: E(5X —6Y)  EXY, c? (5X —6Y 18) ,cov (5X,6Y )! 








III.7.54. Gyakorlat: Ultizásnál a 32 lapos magyar kártyából kettőt ta- 
lonba osztanak. Jelölje X a talonba került piros színű lapok, Y pedig az 
ászok számát! Számolja ki X és Y kovarianciáját! 
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III.7.55. Gyakorlat: Bizonyítsa be, hogy ha EX — EX? — 0, akkor X 
és Y korrelálatlanok! 


III.7.56. Gyakorlat: Az X és Y együttes sűrűségfüggvénye: 
ITxwv(z.y) — 10r7y, 0 Cy c r C 1. Határozza meg adott X — x feltétel 
esetén az Y feltételes sűrűségfüggvényét! 


III.7.57. Gyakorlat: Legyen az X és Y valószínűségi változók együttes 
sűrűségfüggvénye fxy(r,y)— 8(27—ryby) ha0czszcIi0gyel, 
egyébként fx.y(z,y) — 0. Számolja ki az fxjy(z I v) feltételes sűrűségfügg- 
vényt! Számolja ki a kovarianciamátrixot! Számolja ki az E(XIY—y) 
regressziós függvényt! 


III.7.58. Gyakorlat: Egy kétdimenziós valószínűségi változó első ko- 
ordinátájának sűrűségfüggvénye fx(r) — 2-,(0 c rC1). Ha az első ko- 
ordináta r, akkor ilyen feltétel mellett a második koordináta (Y) 1-4z 
paraméterű exponenciális eloszlást követ. Határozza meg annak a valószí- 
nűségét, hogy a két koordináta összege kisebb mint 1! 


III.7.59. Gyakorlat: Dobjunk n-szer egy szabályos dobókockával. .Je- 
lölje X a hatosok számát, Y pedig a páros dobások számát! Számolja ki az 
EG IX) regresszió 





III.7.60. Gyakorlat: Legyen az X,Y együttes sűrűségfüggvénye 


fxy(z,y) — szép exp ( s) , r,y € IR. Határozza meg Z — max(IXI.IYI 





sűrűségfüggvényét! 


III.7.61. Gyakorlat: Legyenek X,Y € N(0,1) független valószínűségi 
változók egy síkbeli vektor komponensei: V — (xy) . Adja meg a vektor 
hosszának az eloszlásfüggvényét! 


III.7.62. Gyakorlat: Legyen (X,Y)" e Na 1 4 ) ; ( je Úi; )) : 
Adja meg azt a lineáris transzformációt, melynek eredményeképp a kompo- 
nensek független standard normális eloszlásúak lesznek! 


III.7.63. Gyakorlat: X és Y együttes eloszlása kétdimenziós normális, 


Üz (a, 42)" várhatóérték-vektorral és X — ( ks éle ) kovarianciamát- 
És izgi 21 022 
rixszal. Fejezze ki az E(Y I] X) regressziót u, 2 komponensei és X segít- 


ségével! 
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IV. fejezet 


Valószínűségi törvények 


IV.1. Nevezetes egyenlőtlenségek 


IV.1.1. Tétel: (A Markov-egyenlőtlenség) 
Legyen Y 2 0 olyan valószínűségi változó, melynek létezik a várható értéke: 
EY 2 0. Ekkor vő 5 0 esetén P(Y 5 6) c FF. 


Bizonyítás: 
Diszkrét valószínűségi változó esetében: 
EY—9 PG —wW2 2 yPg—w2ő: 2 PG — vi) — 
vi vi2ő viző 
—6-PW 5 ő) — állítás. 
Folytonos valószínűségi változó esetében: 
EY— fa. fy(adr2 f2-fy(a)dr 25. f fy(x)dr— ő -(1— Fy(ő)) — 
o ő ő 
-5-P(G 5 6) — állítás. Mi 


Megjegyzés: 


a.) Az egyenlőtlenségben most akkor kapunk nem semmitmondó állítást, ha 
ó 2 EY. Különben a Markov-egyenlőtlenség csak annyit jelentene, hogy 
egy valószínűség nem nagyobb, mint egy 1-nél nagyobb szám. . . Tehát 
most ó 5 0 nem azt sugallja — mint általában a matematikai tételekben 
—, hogy ó tetszőlegesen kicsi pozitív szám, hanem éppen ellenkezőleg, ó 
most nagy. 
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b.) A Markov-egyenlőtlenséget a következő módon fogalmazhatjuk át, ha 
végrehajtjuk a ő — A-EX helyettesítést: VA 5 0 esetén P(Y 5 A-EY) c 
2. Innen viszont az olvasható le, hogy Y kicsi valószínűséggel vehet csak 
fel a saját várható értékénél sokkal nagyobb értékeket, vagyis Y ,haj- 
lamos" a várható értéke közelében felvenni értékét. Pl. annak valószí- 
nűsége, hogy egy nemnegatív valószínűségi változó a várható értékének 
ötszörösénél nagyobb értéket felvegyen, 0,2-nál kisebb. 


IV.1.2. Tétel: (A Csebisev-egyenlőtlenség) 


Legyen X olyan valószínűségi változó, amelynek véges a szórásnégyzete: 
02X ca 00. Ekkor minden z 5 0 esetén P(IX — EXI 5 e) c ££. 


e 





Bizonyítás: Alkalmazzuk a Markov-egyenlőtlenséget Y — (X — Ex) 8 
ő — €? helyettesítéssel: 
P(IlX—EXI2-)-P((Y—EX)2 2 22) c ESET SX m 


Fo 


Megjegyzés: 


p 
E 


€-ról ugyanaz elmondható, mint a Markov-egyenlőtlenség esetén ód-ról: 
€ 2 0X esetben lesz csak nem-triviális az egyenlőtlenség. 


b.) A Csebisev-egyenlőtlenség is átfogalmazható, ha c — ő. 0 X: 
Minden ő 5 0 esetén P(IX— EXI2 6. 0X) £ 5. Vagyis a valószínűségi 
változó a várható értéke körül ingadozik, és annál kisebb mértékben, 
minél kisebb a szórása. Pl. egy valószínűségi változó nem térhet el jobban 
a várható értékétől, mint a szórása háromszorosa, csak legfeljebb Fi 53011 
valószínűséggel. 


IV.2. Valószínűségi változók sorozatainak kon- 
vergenciái 

IV.2.1. Definíció: Legyenek XI, X2, . . . , Xn, . . . és X valószínűségi vál- 
tozók az (2, $,P) Kolmogorov-féle valószínűségi mezőn. Azt mondjuk, hogy 
a.) Az Xi, X2, . . . , Xn... . valószínűségi változó-sorozat egy valószínűséggel 

konvergál X-hez, ha az A — fo: lim X..(w) — X(w)) esemény egy való- 

napod 
színűségű: P(A) — 1. 
Jelölés: X, 5 X. 
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b.) Az Xi, X2, . . . , Xn. . . . valószínűségiváltozó-sorozat L,-ben (vagy r-edik 
momentumban) tart X-hez, ha E(IX, — XI) 60 (n— 00). 
Jelölés: X, 5 X. 


c.) Az X1, X2, . . . , Xn. . . . valószínűségiváltozó-sorozat sztochasztikusan kon- 
vergál X-hez, ha ve 5 0 esetén P (fw; IX.(w) — XífwI3Ee8)-—-0 (n- 


Jelölés: X, 5 X. 


d.) Az Xi, X2, . . . , Xn. . . . valószínűségiváltozó-sorozat eloszlásban konvergál 
X-hez, ha lim Fx,(z) — Fx(r) minden olyan z € R -ben, ahol Fx(r) 
no 
folytonos. 


Jelölés: X, 5 X. 


IV.2.1. Tétel: Az eloszlásban való konvergenciából nem következik sem 
az egy valószínűséggel való, sem az L,-ben való, sem a sztochasztikus kon- 
vergencia. 


Bizonyítás: Lásd a IV.6.5. feladatot! Hi 


IV.2.2. Tétel: Ha X, 25 X, akkor X, 5 X is, azaz a sztochasztikus 
konvergenciából következik az eloszlásban való konvergencia. 


Bizonyítás: Lásd a IV.6.6. feladato 


IV.2.3. Tétel: Ha X, 84 X, akkor X, 2.X is, azaz az L1-beli konver- 
genciából következik a sztochasztikus konvergencia, így az eloszlásban való 
konvergencia is. Az állítás megfordítása általában nem igaz ! 





Bizonyítás: Lásd a IV.6.7. feladato 


IV.2.4. Tétel: Ha X, lő X, akkor X, SEX is, de a megfordítás ál- 
talában nem igaz. 


Bizonyítás: Lásd Rényi [1] 327. oldal! 
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k-1 k 
Legyen U € U(0,1) és f..(r) — új fú is s Fri , aholn € N tet- 
szőleges, k — 1,2,...,n. A valószínűségiváltozó-sorozat definíciója: Xn — 
Ta.x(U), ahol m— nk. Ekkor Xn A X, ahol X — 0, hiszen tetszőleges 
€ € (0, 1) esetén P(IXm— XI56)9—P(U c £) — b. Az egy valószínűséggel 
való konvergencia viszont nem teljesül, mert az Xn — 0 egyetlen U € (0, 1) 
realizációra sem igaz! Ugyanis tetszőleges r € (0, 1) esetén és minden n € N- 


re létezik k, hogy f..x(r) — 1 legyen.) 


IV.2.5. Tétel: Az egy valószínűséggel való konvergencia és az L,-beli 
konvergencia közül egyik sem következik a másikból általános esetben. 


Bizonyítás: Lásd a IV.6.8. feladatot! Hi 








Megjegyzés: összegezve a fejezetben kimondott tételeket, a konvergenciák 
közötti erősorrend: 
X,8.Xx 
X5XxX56X, 3 X. 





X5.X 


IV.3. A nagy számok törvényei 


A nagy számok törvényei azt a megfigyelést támasztják alá elméletileg is, 
hogy egy valószínűségi változót sokszor megfigyelve, az átlagérték mindig 
közel van az elméleti várható értékhez. Az is igaz, hogy a megfigyelések 
növekedtével az eltérés csökken, azaz az átlagértékek konvergálnak is a várha- 
tó értékhez. A különböző nagy számok tételei a megfigyelés-sorozat körülmé- 
nyeiben és a konvergencia tipusában térnek el egymástól. Ha a konvergencia 
sztochasztikus, gyenge törvényről, ha egy valószínűségű, akkor erős alakról 
beszélünk. 


IV.3.1. Tétel: (A nagy számok tételének Csebisev-féle gyenge alakja) 
Legyenek az XI, X2, . . . , Xn. . . . valószínűségi változók páronként függetlenek 
és azonos eloszlásúak (azonos eloszlásfüggvénnyel rendelkezők) az (2, $,P) 
Kolmogorov-féle valószínűségi mezőn. Létezzék a közös u — EX; várható 
értékük és a közös d? — 0? X; szórásnégyzetük. 
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Ekkor a Z, — Artéatbán valószínűségiváltozó-sorozatra Zn 5 H, vagyis 
Ve 5 0 esetén P(IZ.—ul23é8)60 (na 00). 





Bizonyítás: 
EZ, —-E (att) s 29 EX; ez h.n "H-H. 
(71 





A páronkénti függetlenség miatt: 
07.- (1 $x]-sben-rn t-t 


tel 53 
Látható tehát, hogy Z, minden indexre teljesíti a Csebisev-egyenlőtlenség 
feltételét, így: P(IZ,—EZ]122)—P(IZ.—ul2 e) c 52 — 
d2 


- 730 (na 00), ami már igazolja az állítást. MI 





IV.3.2. Tétel: (A nagy számok tételének Bernoulli-féle gyenge alakja) 
Legyen (0,$,P) Kolmogorov-féle valószínűségi mező, A € $ egy pozitív 
valószínűségű esemény: p — P(A) 5 0. Hajtsunk végre egy végtelen kísérlet- 
sorozatot, vagyis figyeljük meg az A bekövetkezéseit az 1, 2, . . . , n, . . . -edik 
végrehajtáskor! Legyen X; € I(A) , vagyis az 1-edik végrehajtáskor a megfi- 
gyelt A esemény indikátor valószínűségi változója. X;-k teljesen függetlenek 
és azonos eloszlásúak: po — P(X; — 0) — P(A) — ag, pi — P(X; — 1) 
P(A) —p, EX; — p, 6?X; — pg. Legyen Z, — ie-tőn — r(4) a 


relatív gyakoriság. Ekkor r, (A) 5 p, azaz Ve 5 0 esetén 
P(Ir(4)—pl 28960 (n— 00). 








Bizonyítás: A tétel speciális esete a IV.3.1 tételnek. 
Ekkor a Csebisev-egyenlőtlenségnek a 
P(IZ.— EZ 22)— P(lr(4)—pl 2) e - gs s 


782 S 


£ 7-7 0, (n— 00) felel meg, mert p - g £ £ mindig teljesül. 





Megjegyzés: A tétel azt mondja ki, hogy a relatív gyakoriság jól közelíti 
az esemény elméleti valószínűségét, ahogyan azt már a I.1.2 axiómák után 
tett megjegyzésünkben előre jeleztük. 


IV.3.3. Tétel: (A nagy számok tételének Kolmogorov-féle erős alakja) 
Legyenek az X1, X2, . . . , Xn, . . . valószínűségi változók teljesen függetlenek az 
(2, $,P) Kolmogorov-féle valószínűségi mezőn. Létezzék a közös u — EX; 


várható értékük és a szórásnégyzetükre teljesüljék a 9 0? X;- ti 2 00 feltétel. 
i-1 
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Ekkor a Z, — Atkatbán valószínűségiváltozó-sorozatra Zn 28 HU, vagyis 
P(lim Z, — 4) — 1. 
na oo 


Megjegyzés: A feltételrendszerben erősebb függetlenséget tételeztünk fel, 
de az azonos eloszlást nem tettük fel, csupán annak egy szükséges feltételét, 


hiszen 9702X..5—-9) S 2 00. Az állítás viszont a IV.2.4 tétel szerint 


i-1 i-1 
erősebb, mint a IV.3.1 tételé volt. 


Bizonyítás: Lásd Rényi [1] 328-333. oldal. 


IV.4. A karakterisztikus függvény 


IV.4.1. Definíció: A Z — X-:i-Y komplex értékű valószínűségi változó 
várható értékén az EZ — EX 3 :- EY komplex számot értjük. 


IV.4.2. Definíció: Az X valószínűségi változó karakterisztikus függvé- 
nyén a ox(t) — Ee7"" (te) függvényt értjük. 


Megjegyzés: Mivel e7Xt — cos( XZ) -k i : sin( XI) 5 
px(t) — Ecos(Xt) 4 zi: Esin( Xt). 
Diszkrét esetben: gx(t) — 97 cos(rjt) :P(X — r;)ti:9sin(rjt) P(X — r;), 
vi vi 
Sa ÉSE 
folytonos esetben: ox(t)— f cos(zt) : fx(m)dr--i: f sin(zt) : fx(x)dr. 
Látható, hogy a karakterisztikus függvény a sűrűségfüggvény Fourier-transz- 
formáltja. 


IV.4.1. Tétel: (A karakterisztikus függvény tulajdonságai) 


a.) lex(0I £ 1 és ox(0) — 1. 
b.) ox egyenletesen folytonos R-en. 


c.) ex pozitív szemidefinit függvény, azaz vn , Vti, ta, ....tn € R és 


V21, 22, . . . , -n komplex számokra 37 9 6x(tk—t):2kx 220. 
kz1 1-1 
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p 
e.) Ha XI, X2, . . . , Xp teljesen függetlenek, akkor ox4.xox..3xp(t) — II px,(t) . 
j—1 


f.) Ha X első n momentuma létezik, akkor ox n-szer differenciálható és 


n j (4) 
px(t))— my SZÉK 2 o(t"), valamint 44 — EXF — 0 
k70 


í 


g.) Minden eloszlást egyértelműen meghatároz a karakterisztikus függvénye. 
oo 
Ha X folytonos, akkor fx(x)— £: f ox(t) erö"dr (r ER). (In- 


verziós formula). 


Bizonyítás: 


a.) lox(0I £ E( 





eXIId— E(1)— 1, ex(0) — E(e9) —E (1) — 1. 


Too 
b.) Legyen ze 5 0 tetszőleges. Mivel / fx(r)dr—1 — 0 3A..: 


ZTÉKÉS 


fJ fx(adz c §. Fel fogjuk használni, hogy 
IzÍ5 Az 
leézti — errb] c Iz-t1— z -tol és left — er7t] c 2. 
Hoo , 
lox(t — ox(t2l— [ f (em — err) . fx(m)daj c 
oo A FÁAe , 
2 lére — ezt] fela) dn —f/lefeh — etet]. felm da 
—o0 — Az 
Jo let — etve] felada c 
23 4. 


— Az Izl5 Az 


c.) 58 52 px(tk— t)zxzi — E ( 





ésa E 
xy elkX . gy 
k—1 





2 
).o 


d.) 9x(—t)— E (ex) -E (cos(— XI) 4 1. E(sin(—Xt)) — 


— E (cos( Xt)) — 1: E(sin( Xt)) — ex(t). 
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e.) Felhasználjuk, hogy ha Xi, X2, . . . , X, teljesen függetlenek, akkor 
p Pp 
i—1 í—1 
9x.4XxoXp (0) —E (ekre bt) —E (ű exe) za 
k—1 


me) II E (ex) ea I[ex.0. 


K-I 
hoo HEGGi z 
£) ex ()— fer fx(adrox(D— f ize fx(r) da, ... 
too . 
ex 0— f (izet fela) dz. 
Í 0gy mik TT k. ds én 
gy ex (09—í7 f 2 fx(e)dz— ő : fix. 
n (k) 
A Taylor-formulából a ta — 0 helyen: ox(t)— Xé 20 To (4) — 
70 
ka (ik H78 
- 3 ez) TF o(t"). 
k-0 
g.) Az állítást nem bizonyítjuk. MI 


IV.4.1. Példa: (A standard normális eloszlás karakterisztikus függvénye) 


2 


Ha X € N(0,1), akkor fx(r) — e(r) — —e7 7 , és így a Fourier-transzformáltra: 


V2T 
oo oo too 
px(t) — 1] cos(zt) : o(z)dr hi : J sin(zt) : o(r) dz7 — JJ cos(ízt) : o(r) dr. 


A második integrál azért 0, mert az integrandus páratlan függvény. t- 
szerint deriválva midkét oldalt: 





-oo oo 
ox(b) — f —zrzsin(at) : o(m)dz— f sin(z) - (—)--eT dr — 
. § p.s ko Ov asesáldk 8 
szi [sin(a) évül je 4 cos(zri) : 7 7Tdr—0 —t-ex(t). mivel a 


IV.1.1 tétel a.) pontja szerint ox(0) — 1, a karakterisztikusfüggvény kielégíti 
az y— —t-y, (0) — 1 kezdetiérték-feladatot! 
A differenciálegyenlet megoldásából a standard normális eloszlás karak- 


12 
terisztikus függvényére: ox(t)—e-7 (ZER). 
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IV.4.2. Példa: (A karakterisztikus függvény általános normális esetben) 


Legyen most X € N(u,c). Ekkor a standardizáltra X — (0,1) 
igaz, hiszen P(X c 2)— P(X cc. 4 — 6.a(c:z- 4) — 6(r) (Id. a 
II.5.6 tételt.) Így ex(1) — E (ef) — E (ertezkar) — ert. E ete) S 





Z et], felhasználva a IV.4.1 példa eredményét. 


IV.4.3. Példa: (A konvolúció számítása normális esetben) 
Ha Xi, X2, . . ., Ap teljesen független, normális eloszlású valószínűségi vál- 
tozók, X; E Nuto), akkor a ee 4.1 tétel e.) pontja szerint: 


s. 0282 a Pp Pp 
0Xx.4X2r-EXp Át - [lee SÍTTéés (nyt S 5) — exp ( YX4-5r 7) 
j-1 


j—1 1-1 
Azaz teljesen függellen normális eloszlások konvolúciója is normális: 
p 


pé. en nato 


j-1 
IV.4.4. Példa: (Az exponenciális eloszlás karakterisztikus függvénye) 
Kba most X € E(1). 


px(t -Í ertz . het dr — A [e (it) dr — 7 [eme zi ——: 





IV.4.5. Példa: (Az egyenletes eloszlás karakterisztikus függvénye) 


itb gita 


Ha X c U([a,b)), akkor ex(t - Je iz , dr— 1 [ereje ső 


b—a b—a (b—-aj)át 





1áli ds Ves —itb bt 
Ha speciálisan a — —b ox(t)— —7— — sin(bőd 


IV.4.2. Tétel: (Helly-tétel) 
Legyen X és X1, X2, . . . , Xn, . . . valószínűségi változó az (0, $, P) Kolmogorov- 
féle valószínűségi mezőn. Ekkor X,65X E px,(t) — ex(t) egyen- 
letesen. 


Bizonyítás: A tétel bizonyítása megtalálható Rényi [1] 272. oldalán. 


IV.5. Centrális határeloszlás tételek 


IV.5.1. Tétel: (A centrális határeloszlás tétel) 
Legyenek az Xi, X2, . . . , Xn. . . . valószínűségi változók páronként függetlenek 
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és azonos eloszlásúak (azonos eloszlásfüggvénnyel rendelkezők) az (2, $,P) 
Kolmogorov-féle valószínűségi mezőn. Létezzék a közös u — EX; várható 
értékük és a közös c? — 02 X; szórásnégyzetük. 

Ekkor a Zn — EE valószínűségiváltozó-sorozathoz létezik 
olyan Z e N(0,1), hogy Z, 5 Z, vagyis Fz,(r) — P(Z, c 2) — 
szi P(AZ zza 2 r) — 8(r), (n — 00), vre R. 

Bizonyítás: A Helly-tétel alapján (Id. IV.4.2 tételt) azt fogjuk bizonyí- 
tani, hogy Z, oz, karakterisztikus függvényeinek sorozata egyenletesen kon- 


vergál 9(t) — e-7 -höz, a standard normális eloszlás karakterisztikus függ- 
vényéhez. 
Mivel X;-k azonos eloszlásúak, így közös karakterisztikus függvényük van, 
melyet jelöljünk ex, (t) — g(t) -vel. Ekkor az X; — u valószínűségi változók 
közös karakterisztikus függvénye: 
4(1) - 6xp-u(t) — ert . px (t) — erint . g(t). 
A függetlenség miatt: Ox.4.Xxo-4Xn—ni(t) — [dó v(t JT. 
Így oz (1 — Pzutrxorrxn—nn (1) — [6 (2) : 

JG 
Mivel E(X;— 1) — 0 és E(X; — 4)? — 02X; — c? a (1) első két deriváltja 
létezik, és a IV.4.1 tétel miatt második tagig 0 körül Taylor-sorba fejthető: 
02-17 ESA 1 ASE 2 4 (2) —1— SE olt), 


Így oz. (1) — [6 (2) — [ Ta (2) 
A t változó rögzítése után: 
o (5) — 0(£)— 7 0(1) vagyis 
ez. (2 — [17-24-50 6 eő (na 00). 
Felhasználtuk, hogy y, — ks 4 o(1) 22 (n — 00) és, hogy 
[11—£]" — eg, ha ya — y (n — 00). 








hol 

















Vagyis 6z, (t) e egyenletesen, azaz Fz,(r) — $(r) (n — 00), vre R. 


Megjegyzés: Az előző tétel rámutat a normális eloszlásnak az elmélet- 
ben játszott fontos szerepének okára: tetszőleges eloszlású valószínűségi vál- 
tozók átlaga normális eloszlást követ. Tehát, ha egy véletlen jelenséget sok 
egyenként nem jelentős, független hatás összegeként kapunk, akkor az jól 
közelíthető a normális eloszlással. Tipikusan ilyenek a mérésekből származó 
adatok: a Duna közepes vízállása, a napi középhőmérséklet stb. Az elekt- 
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romos elosztó központban is normális eloszlásúnak tekinthető a lakossági fo- 
gyasztás, hiszen nagyon sok kisfogyasztó eredőjeként áll elő. Lehet, hogy 
az egyes fogyasztók külön-külön nem a normális eloszlás szerint fogyasz- 
tanak, de az átlagos fogyasztást a nagy számok törvénye értelmében biztosan 
tekinthetjük normálisnak modelljeinkben. 


IV.5.2. Tétel: (A Moivre-Laplace-tétel, 1733.) 
Legyen (0, $,P) Kolmogorov-féle valószínűségi mező, A € $ egy pozitív 
valószínűségű esemény: p — P(A) 5 0. Hajtsunk végre egy végtelen kísér- 
letsorozatot, vagyis figyeljük meg az A bekövetkezéseit az 1, 2, . . . , n, . . -edik 
1, wE A 
0, UgA 
esemény indikátor valószínűségi változója. Az X;-k teljesen függetlenek és 
azonos eloszlásúak: 
po — P(X; — 0) — P(A) — a, pi — PCX; — 1) — P(A) — p, EX; — p, 
07X; — pg. 


kísérletnél! Legyen X; — vagyis az 1-edik végrehajtáskor az 








Ekkor a Z), — EZ ZusT ő valószínűségiváltozó-sorozathoz létezik 
olyan Z € N(0,1), hogy Z, 5 Z, vagyis 
Fz.(2) — P(Z, c 2) — 8(r) (no 00) VreER. 


Bizonyítás: A IV.5.1 tétel speciális esete, amikor az X; € I(A), azaz 
indikátor eloszlásúak. Ráadásul 
Fz.(2)— P(Z, €c1)—Plín:-S.c nm p-a:r-rn:p), mivel 
TA(AJE: S, E atot tén a relatív gyakoriság és n - S, e B(n, p), így 
PliSek) e (p" . 977, amiből az eloszlásfüggvényre: 


Pln. 5, c /APPZ ap) - DO, (Det TD (Date 





ke /npa-rtnp TESALÍT 
Ape 


Tehát a tétel azt állítja, hogy 
lim 9 (Dpt at — 6(r) — veri J ed, (vreR). 


na oo k—n 
kvazzásti 


IV.6. Kidolgozott feladatok és gyakorlatok 


IV.6.1. Feladat: Egy célpontra 200 lövést adnak le. A találat valószínű- 
sége minden lövésnél 0,4. Milyen határok közé fog esni 909-os valószínűséggel 
a találatok száma? 
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Megoldás: Jelöljük X-szel a találatok számát! A lövéssorozat felfogható 
egy n — 200 hosszúságú kísérletsorozatnak, ahol a megfigyelt esemény a cél- 
pont eltalálása. Ezért binomiális eloszlású n — 200 és p — 0,4 paraméterekkel. 
Így EX — np — 200 - 04 — 80,02X — npg — 200 : 0,4 - 0,6 — 48. A Csebisev- 
egyenlőtlenséget alkalmazzuk erre az esetre c — vVI0oX választással: 

P (IX —EXI5 v105X) — P (IX — 80] 5 V480) £ 0,1, ahonnan 

P (IX — 80] £ V480) — P (80 — V1480 — X £ 80 -£ V480) — 
— P(58 € X £ 102) 2 0.9 adódik, azaz a lövések 58 és 101 közé fognak esni 
legalább 9096-os valószínűséggel. 


IV.6.2. Feladat: Egy automata minőségvizsgáló n — 100000 elemű min- 
tát ellenőriz le egy gyártósoron előállított számítógépes alkatrésztömegből. A 
vizsgálat után milyen valószínűséggel állíthatjuk, hogy a mintából meghatá- 
rozott selejtarány a készlet elméleti p selejtvalószínűségétől legfeljebb 0,01-dal 
tér el? 





Megoldás: X most a Feléjtes termékek számát jelölje a mintában! Ekkor 
a selejtarány a mintában Zs lesz. Nyilván X € B(100000,p), ahol a p is- 
meretlen. EX — np — 10p, 02X — npg — 107 .pag. A Csebisev-egyenlőséget 
most € — 1000-rel alkalmazzuk: P (IX — 107p] £ 1000) — 
zől ed (lő Tt — pl Eg 0,01) 21-—- 1003 ELHET] ri az 0975. A levezetésben felhasznál- 
tuk, hogy pg — p — p? £ 0,25. 





IV.6.3. Feladat: Egy üzemben csavarokat csomagolnak. Egy-egy do- 
bozba átlagosan 5000 csavar kerül. A csavarok számának szórása a tapasz- 
talat szerint 20 darab. Mit mondhatunk annak valószínűségéről, hogy egy 
dobozban a csavarok száma 4900 és 5100 közé esik, ha az eloszlást nem is- 
merjük? 


Megoldás: Jelölje X a csavarok számát! Ekkor a Csebisev-egyenlőtlen- 
ségből: P(1900 £ X € 5100) — P(IX — 5000] £ 100) 2 1 — -59őg 5 0.96. 


IV.6.4. Feladat: Legyen X standard normális eloszlású valószínűségi 
változó! A standard normális eloszlás táblázatának használata nélkül bi- 
zonyítsa be, hogy ekkor fennáll a P(—3 c X €c3) 2 1— Mári egyenlőtlenség! 





Megoldás: A Markov-egyenlőtlenségből: KA] s-djzk E — §- 


vorú 
amiből már következik P(—3 c X c3)21— 577 
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IV.6.5. Feladat: Bizonyítsuk be a IV.2.1. tételt! 


Megoldás: Egy ellenpéldát fogunk adni, amely eloszlásban konvergáló va- 
lószínűségiváltozó-sorozat lesz, de a másik három értelemben nem konvergál. 
Legyen A € $ tetszőleges P( A) — 5 esemény, legyen X € I(A) és 
Y € I(A) indikátor valószínűségi változó. Az X,Y azonos eloszlású, hiszen 


m—P(X — 0) — P(A) — 1, aa — P(Y — 0) — P(A) — 2 
m-P(X-1D)-P(4)-Í n-P(Y—1)—P(A4) 
Definiáljuk a sorozatot úgy, hogy X, — X , Vn-re. Ekkor nyilván: 
lni 
Fx,(2) — Fx(xz) — Fy(r) — 25002€1 
07 €0 
Mivel Fx, (2) z Fy(r), ezért X, 5. Y, delX,—YI- 1 miatt a másik három 
értelemben nem konvergálhat X, az Y-hoz. 








7 


b01-r0l 








IV.6.6. Feladat: Bizonyítsa be a IV.2.2. tételt! 


Megoldás: Konvergáljon az Xi, X2, . . . , Xn, . . . valószínűségiváltozó-soro- 
zat sztochasztikusan X-hez, azaz Ve 5 0 esetén 
P(fw; [Xn(w)— X(wjl38d 6 0 (na 00). 

Legyen Ez 5 0 tetszőleges! 
Fx.(2)— P(X, cr)—P(X. car Xcrhte)bP(X.crX2rre)e 
£ P(X crte)hbP(X 5 X,1e) C P(X cari e) b P(IX.—XI5 €) — 
Fx(xr te) P(IX.—XI5 e). Másrészt: 
Fx(r—e) — P(X c 1—e)— P(X, c r,X c 1—e)tP(X. 21, X c 2—e) e 
£ P(X, c Tr) 4 P(X c XX, — e) £ Fx (2) 4 P(IX.— XI5 2). 
A két egyenlőtlenségből: 
Fx(r— e) —P(IXn— XI5 6) c Fx,(r) £ Fx(r 1 e) P(IX,—XI5 2). 
A fenti egyenlőtlenségben n 5 oo határátmenetet képezve: 
Fx(x— e) 2 liminf Fx,(r) £ limsup Fx,(r) £ Fx(r A e). 
Ha xr folytonossági ponja Fx(z) -nek, akkor lim Fx(z— e) — lim Fx(zt e) — 


Fx(x). Így 3 líim Fx, (2) és — Fx(r). 
naoo 





IV.6.7. Feladat: Bizonyítsa be a IV.2.3. tételt! 


Megoldás: Ehhez az állításhoz a Markov-egyenlőtlenséget fogjuk felhasz- 
nálni. Legyen X 2 0 olyan valószínűségi változó, melynek létezik a várható 
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értéke: EX 2 0. Ekkor Ve 5 0 esetén P(X 5 E) c Ez. Legyen e 5 0 
tetszőleges, ekkor P(IX. — XI 56) £ rét] 3 0 (n — 00). 

Ellenpélda arra, hogy a tétel nem megfordítható: 
Legyenek A, € $ olyan események, melyek valószínűségei P(An) — 2. A 


3 
sorozat elemeinek definíciója: X.(w) — ( 2 VÁ 3 
hogy a sorozat bár sztochasztikusan konvergál az X — 0-hoz, de már első 
momentumban nem. 
Látható, hogy P(IXn— XI 5 6)— P(X. 5e)— 3, han: Hz azaz 
TX 3XxX De E(IX, — XID — EX, — n : 7 n — 00 a momentumban 
való konvergencia nem igaz. 


Megmutatjuk, 








IV.6.8. Feladat: Bizonyítsa be a IV.2.5. tételt! 


1y 
Megoldás: Ellenpélda arra, hogy X, ss X,deX, B X. A IV.2.1 példa 
itt is jó, mert hhm—n-7-k: 


1 
E(IXn—XI-EX,-1560 - X, 5 X, de amint láttuk, X, 5 X. 








Ellenpélda arra, hogy X, 2 X, de Xn A X. Legyenek A,-ek olyan 
teljesen független események, ahol P( A, ) — 25: Legyen a sorozat elemeinek 
n3, we Ax 

0, wé An 
X — 0. Mivel E(IX.— XI — EX, — na co Xan s X. Viszont 
megmutatható, hogy Xn SZEX 


definíciója: X.(w) — ( , a határ valószínűségi változó pedig 





IV.6.9. Feladat: Igazolja, hogy ha X, 3 X és YA Y, akkor X, 4 
Y.85 XgY! 


Megoldás: P(IX.tY4—(Y-XII26é8) CP(IX.—XI2-3]h—-YI2E) e 
P(IX.—XI26é)34-P(IK6—YI2é) 6 0. 





IV.6.10. Feladat: Igazolja, hogy ha X, 5 X és ba el Y, akkor 
KÖZ XGYI 





Megoldás: IX.Y.— XYI-IX.N—XY 4 X.Y —XYI E 
I1Xn- X3XIIR—YI-IFIIXn — XI £ IX. — XII. — YI XII — YI 
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IFIIX, — XI. Legyen E 5 0 tetszőleges! P(IX.Y.—XYI5 e) 
P (IX. — XII. -YI5 5) 





s 
HP(IXIIR—-YI5 5) 4 P(IFYIIX, —XI5 5) 
Továbbá: P (IX. — XII... —-YI5 2) c P(IX.—XI5./E 4 

P(IY—-YI: V5) a 0. Másrészt, ha y 5 0 tetszőleges 
P(IXIIK—YI5 5) SP(IX—-YI5 §) FP(IXI5 96 0, hany o 0 
Ebből már következik, hogy P(IX.X2—XYI56)560 

IV.6.11. Feladat: Igazolja, hogy ha X, 5 a valamely a 5 0 számra 

akkor zi si : is! 

Megoldás: P (IXn — al 2 5) 51-P (5 Xn) . Vó 5 0-hoz dna: n 5 no 
esetén1—ő c P(IXn—alc 5) cP(5 cx 
AZ II (vIX.(w) 55 


5) , és legyene 50 tetszőleges! 
n2no 


kEb 28 Egé TAllénesálsi Felei 
jaj) 3 0,(n G 00). Mivel P (5 
szak 56: AJ6P(- 


— al: Te) - ő. Így limsupP 
ps volt, már következik az állítás 


ses 
Na 











1 B 
Xn 











Sa 
a 





26 
1 








a 


a. 


e.) SP(IX, cájsedjás (4) - 


21 





—1 
a 





ben £ ő, és mivel ő tet- 


IV.6.12. Feladat: Legyenek Xi, X2, 


X. független, azonos eloszlású 
valószínűségű változók, EX; — m, 6? X; — d?. Igazolja, hogy 





Xi 
ESÉSE ESERS EBB 
x2 m2gd2" 
51 
Megoldás: A nagy számok tételéből következik, hogy - 97 X; 5 m és 
1 bp Xx2 st 


1-1 
53 m? 3 d. Felhasználva az előző két feladat eredményét, már 
áz, 
következik az állítás 


IV.6.13. Feladat: Legyenek Xi, X2, 


Xn független, azonos eloszlású 
valószínűségű változók, EX; — m 5 0. Tekintsük a Z, — MY... való- 
k 


színűségi változót, ahol Y, — ron X;. Igazoljuk, hogy Zn, 5 m! 
í—1 
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Megoldás: A nagy számok erős tételéből következik, hogy Y, B m. 
Másrészt miní(s1, 52," ,$nt A $/51527--Sn Ca maxís1,52,..., Sant. így ha 
$n 3 a, akkor a £ liminf s, £ 3/5152: Sa £ $/5182--"5n £ limsupsn £ a, 
azaz $/5152:""$n — a. Ebből már következik az állítás. 





IV.6.14. Feladat: Legyenek Xi, X2, . . . , Xa független, azonos [U (a,b) 
eloszlású valószínűségű változók. Legyen Y, — min( XI, X2, . . . , Xn) és Zn — 
maxi X1, X2, . . . , Xb. Igazoljuk, hogy HM 5 a és Zn 5 b! 














0, haza 
Megoldás: Az U (a, b) eloszlásfüggvénye: F(rj— § —, haz e(a,b) . 
1, har2a 
0, haza 
Fz.(2—P(Z c2)—(ray—d (-9", haz e(ap ahb zs 
sa 1, harz2b 
1, har2b 
a 2.5 b. 
hd BÜ égi ceíz áz 
05 1BA2É 0, harca 
KaESi af ey , €, 
— 8 1—-(E) , haz e(a,b) - (1 kávés 57 a. 
1, har2b 


IV.6.15. Feladat: Bizonyítsuk be, hogy ha X, 5 c, akkor X, A c is! 


Megoldás: A c konstans, mint valószínűségi változó eloszlásfüggvénye: 
0, hhrac 
Hg-BEGYJET , hazósza ? 
Legyen € 5 O tetszőleges. . lim P(IX, — cl 2 €) — 
H-4ÖrÁ 


—1—- limP(c—e £X,£cte)—1— lim (Fx (ce) — Fx,(c— €)) — 
naoo 


n7-oo 


1—F(c4e)4F(c— e) —0— XA c. 


4 











IV.6.16. Feladat: Mutassunk példát olyan X,.Y, sorozatokra, hogy 
X.5XésYSY,deX XM BbXIgV! 


Megoldás: Legyen A € $ olyan esemény, hogy P(A) — Fő Legyen X, — 
Y, — I(A), vagyis az A esemény indikátor változói. IKözös eloszlásfügg- 
vényük: 
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0, haz €0 
F(2)— P(X, €c2)— PG cr)— A z;, ha0crióIl 
1, har51 


Legyen továbbá X — I(A) és Y — I(A). Ekkor X.Y — I, azaz eloszlás- 
függvénye 








G(x) — P(X3Y ar) — ( Ai hejj , és X. 4 Y, — 2I(A), aminek 
eloszlásfüggvénye: § 

1, hhar52 
F.(2j—PCOGrY cz) 2, ha0czó2 . 

0, har c0 


Látható, hogy lim F.(z) — F(x) AG(x), azaz X, 3 Y, A X3Y. 
Tzkötk 


IV.6.17. Feladat: Bizonyítsuk be, hogy ha X, 5 X és P IX.I£ K) — 
1, minden n-re, akkor X, 5 X is fennáll! 


Megoldás: EIX,— XI c 2K"TP(IX,— XI5 8) - e, tetszőleges e 5 0 
esetén, amiből már következik az állítás. 


IV.6.18. Feladat: Legyen p, € (0,1) tetszőleges nullsorozat, és 


Xn E G (Pn) . Mutassuk meg, hogy Y, — Éz 3 Y,aholY e (1)! 





Megoldás: P(Y, c 1) — P(p.X, c2)— DD (1— pa)" pa — 
kslző] 


n7-oo 


—1—(1— pa)ler] 7299 1 — ee. 





260 


IV.6.19. Feladat: Közelítőleg határozzuk megaz A— 97 ép) összeget! 
k—220 


Megoldás: Legyen X € B(500,0,5)! Ekkor a kiszámítandó A összeget 
260 


felírhatjuk: A — 299 3)" P(X — k) alakban. A Moivre-Laplace-tétel sze- 
k—200 
rint: JX  P(X-— k) s 8(r) — 8(y). Most úgy kell x-et és y-t meg- 
y2 kvázi éz 
választani, hogy 220 — 250 -- vI2Z5y és 261 — 250 4 vi125r legyen. Tehát 
1 — —2.683281573 és z — 0.9838699100999, amivel 2004 — 08328, azaz 


A s 2,726079698256e--150. A függvény értékeit a standard normális eloszlás 
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táblázatából olvastuk ki.(Ld. A függelékben!) 


Megjegyzés: Az előbbi összeg kiszámítása még számítógépre írt program 
segítségével sem triviális a binomiális együtthatókban szereplő nagy fak- 
toriálisok miatt. 


IV.6.20. Feladat: Egy szövőgép 500 szállal dolgozik. Annak a valószí- 
nűsége, hogy egy szál időegység alatt elszakad 0,008 minden szálra. Határoz- 
zuk meg, hogy 0.95 valószínűséggel milyen határok között várható a szálsza- 
kadások száma egy időegység alatt? 


Megoldás: Jelölje X a szálszakadások számát! Ekkor a Moivre-Laplace- 
törvényből: P (érésktér z x) — P(Xc199-r34) z 8(r). Más- 
részt 6 (1,65) — 0,95, azaz r — 1,65-nél: P(X c 1.99 - 1.65 44) — P(X c 7,28), 
vagyis a szálszakadások száma 8-nál kisebb lesz legalább 954-os valószínűséggel. 


IV.6.21. Feladat: Legyenek Xi, X2, . . . , Xn. . . . független azonos elosz- 
lású valószínűségi változók véges szórással. Bizonyítsuk be, hogy tetszőleges 
x valós szám esetén lim P(X1-t X2 7 ::: 4 X, c r) c (0,1,1/2), vagyis a 

naos 
határérték csak 0 vagy 0,5 vagy 1 lehet! 


Megoldás: A centrális határeloszlás tételt használva: 
lim P(X. 4 X2-.-3X, c 1) — lim P (Artáztoztászam a art) - 


n-oo 17-60 sázi 


- 6 (Jim 5), ahol m—-EX;, c — 07 X; , rt — 22. 


1760 Vna 





—oo, hham50 
De lim sza. szi 0, ham-—0 , amiből már következik az állítás. 
jén a oo, hmc0 





IV.6.22. Feladat: Ha egy gyár egyforma energiaigényű gépei közül át- 
lagosan 704 működik és 309 vár javításra, vagy éppen javítják, akkor át- 
lagosan 210 gép energiaigényét kell kielégíteni. Mennyi energiát kell biz- 
tosítani akkor, ha 99.997-os biztonsággal szeretnénk elérni azt, hogy min- 
den működőképes gép valóban működni tudjon? (Feltesszük, hogy a gépek 
meghibásodása egymástól független. ) 
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Megoldás: Jelölje X a működő gépek számát! Nyilván X € B(300, 0,7). A 
Moivre-Laplace-tételből P(X c np- e/npg) — P(X c 21047,93-2) s 
$(rx). Mivel $(3) A 0.999, így P(X c 234) A 0,999, vagyis az üzemelő 
gépek száma kevesebb, mint 23499,99-kal. 


IV.6.23. Feladat: Egy tanfolyamra 100 hallgató iratkozik be. Más el- 
foglaltsága miatt minden hallgató 0,6 valószínűséggel megy el az egyes órákra. 
Feltételezzük, hogy egymástól függetlenül látogatják az órákat. Hány fős 
terem kell ahhoz, hogy az órára érkező hallgatók 904-os biztonsággal elfér- 
jenek a teremben? 


Megoldás: Hallgatók száma, X € B(100, 0,6) P(X c 60 --1040.242) s 
$(r)— 09 —- z — 1,29 — 60 4 10/0.24 - 1,29 a keresett teremkapacitás. 





IV.6.24. Feladat: Adottak az Xi, X2, . . . , Xn € U (0, 1) teljesen függet- 
len véletlenszámok. Ezek segítségével generáljunk normális eloszlású véletlen 
számot! 


100 

Megoldás: Y — 3 X;, EY — 50, sYY — . A centrális határeloszlás 
í7-1 

tételből következik, hogy Y standardizáltja közel standard normális. Tehát 


Söev12 e N (01). 


IV.6.25. Feladat: Bizonyítsuk be, hogy ha X és Y független, azonos 
eloszlású és véges szórású valószínűségű változók, akkor X 3 Y és X—Y 
akkor és csak akkor lesznek függetlenek, ha X és Y normális eloszlásúak. 


Megoldás: — Ha X és Y normális eloszlásúak, akkor cov(X4Y,X—Y) — 
E(X2?—Y?)—E(X3X)E(X—Y) — 0 miatt X és Y függetlenek is, hiszen 
normális eloszlásnál a korrelálatlanság ekvivalens a függetlenséggel. 

a Tegyük fel, hogy EX — EY — 0 és 62X — s?Y — 1 különben a 
standardizáltjaikkal számolnánk tovább. Jelölje f(t) a közös karakterisztikus 
függvényüket. Ekkor oxyy (t) — f? (4) és ox-vy (t) — f(t) f(—t) , és 2x — 
(X3Y) 4(X—Y) miatt pax (1) — exsr (Dex-r (1) — F(DF(0) is. 
Legyen 4 (t) — In f (t) . Ekkor e (27) — 34 (t) 4 4(—t) . Bevezetve a ő (t) — 
16(1)—4(—) jelölést, ő (21) — 4 (2) — v(—22) — 34 (2). (-1) — 34 (-2)- 
4 (4) — 24 (1) — 24 (—1) — 25 (1) . Tehát ő (u) — 25 (3) — 25 (3) — -: — 
25(2) — .--. Ebből már következik, hogy 2 — 9) — Tim HZ — 


TT 
738 160 


E 








Kdke 








0 tol 
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következik, hogy 4 (t he 1 (—t), azaz d (27) — 44 (t) . Tehát 4 (u 


ze (gr) . E. — TA vre — o hiszem (4) — 4 (0)-kan (0)--ÉV" (0 ja 
0(u?) , és 4 (0) — 4 (0) — 094" (0) — —1. Innen 4 (u) — —-2 következik, 


azaz f(u) — exp (s) , ami a standard normális eloszlás karakterisztikus 


5" (0) — 24" (0) — 29 — 0, hiszen EX — 0. Vagyis 6(u) — 0! Ebből 
JE 








függvénye. Ha X,Y standardizáltjainak karakterisztikus függvénye standard 
normális, akkor X, Y is normális! 


IV.6.26. Feladat: Legyenek XI, X2, . .., Xn e E() teljesen függetle- 
nek, és Y — 9" X;. Adjuk meg Y sűrűségfüggvényét! 


f-zk 


Megoldás: Xk-k közös karakterisztikus függvénye: 0x,(t) — are így 











gy (1) mes (ex DD Bs: ís zaj Mivel [d 217-1e—Azeizt 4; — esyy Ti fe 1 a z(it— A) Jz — 

ási 1 .n—1z(it— n-1 .n—-14z(i 2n-41 (n—1)! zi HeES 
ránt [mex27 e kg TEGYLÁ TEzGztose ztáede( 1) TH-AT S hsz ve Hz 
TÖJTI és keresett sűrűségfüggvény: fy(2) — Sz5 Masa gs; 


( Megjegyzés: Y € T (n, A), azaz n, A paraméterű gamma eloszlás.) 


IV.6.27. Feladat: Jelölje az X valószínűségi változó karakterisztikus 
függvényét f(t). Fejezzük ki az Y — aX 3 b valószínűségi változó karak- 
terisztikus függvényét f(t)-vel! 


Megoldás: gy(t) — Eeext0t — etteix(a — et f (at) . 


IV.6.1. Gyakorlat: Egy pártra a szavazók p valószínűséggel szavaznak, 
ami általában ismeretlen. A közvéleménykutatók a pártot választók poz- 
itív válaszának és a megkérdezettek számának arányával becsülik meg p-t. 
Mekkora legyen a megkérdezettek n számú mintája, ha azt akarják elérni, 
hogy a kapott relatív gyakoriság p-től legfeljebb 0,001-del térjen el 99,99-os 
valószínűséggel? 





IV.6.2. Gyakorlat: Legalább hány megfigyelés szükséges ahhoz, hogy 
egy 5-nél nem nagyobb szórású valószínűségi változó értékeinek átlaga 9596- 
os valószínűséggel a várható érték 0,01 sugarú környezetébe essen? 
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IV.6.3. Gyakorlat: Egy szerencsejátékos megfigyeli, hogy átlagosan 63 
kísérlet után nyer. Hányszor kell kísérleteznie, hogy 0,99 valószínűséggel 
nyerjen legalább egyszer? 


IV.6.4. Gyakorlat: Egy mérés elvégzéséhez egy pontatlan eszközünk 
van, ahol a mérés hibája standard normális eloszlású. A mérést n-szer 
végezzük el, majd átlagolunk. Mekkora legyen az n, hogy legfeljebb 107 
valószínűséggel térjen el az átlag a mérendő értéktől 0,1-del? 


IV.6.5. Gyakorlat: 994-os valószínűséggel szeretnénk garantálni, hogy 
1000 pénzfeldobásból legalább n-szer fejet kapjunk. Hogyan válasszuk meg 
n-et, ha a fejdobás valószínűsége p? 


IV.6.6. Gyakorlat: Adottak az Xi, X2, . . ., Xa e U (0, 1) teljesen füg- 
getlen véletlen számok. Ezek segítségével generáljunk N (5, 2) normális elos- 
zlású véletlen számot! 


IV.6.7. Gyakorlat: Jelölje az X valószínűségi változó karakterisztikus 
függvényét f(t). Fejezzük ki az Y — —X valószínűségi változó karakter- 
isztikus függvényét f(4)-vel! 


IV.6.8. Gyakorlat: Jelölje az X és Y független, azonos eloszlású va- 
lószínűségi változók közös karakterisztikus függvényét f(t). Fejezzük ki az 
X—-Y és et valószínűségi változók karakterisztikus függvényét f(t)-vel! 


IV.6.9. Gyakorlat: Legyenek Xi, X2, . . . , Xn e N(0,1) teljesen függet- 


lenek, és Y — 97 XZ. Adjuk meg Y karakterisztikus függvényét! 
íz1 
IV.6.10. Gyakorlat: Adja meg a Po(A) diszkrét eloszlás karakteriszti- 
kus függvényét! Ezt felhasználva számolja ki a negyedik momentumot! 
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Jelölések 


7 a , létezik" kvantor 

V a , minden egyes" kvantor 

a ,akkor", illetve , következik" 

5 ,akkor és csak akkor", illetve az ekvivalencia reláció 
R mem következik" 

7 , definíció szerint" 

zs azonosan egyenlő 

- nem egyenlő 

f:A—3 B az A halmazt a B-be leképező függvény 
[r,y,z,...) az z,y, z, . . . elemekből álló halmaz 

lim f(r) — f(a- 0) az f függvény jobboldali határértéke az a pontban 


r-ak 

lim f(r) — f(a— 0) az f függvény baloldali határértéke az a pontban 
67 lmaz al Va 

exp(r) — e7 az exponenciális függvény 


Ihr a természetes alapú logaritmus függvény 


(69. h e711477-Idt a gammafüggvény 
o(f(t)) is ordó f(t)" maradéktag, lim 7 7- 0. 
O(J(1)) nagy ordó f(t)" maradéktag, lim 52 £ 00 
f(z) min az f(x) függvény minimalizálása 
J(2) min adott x-nél az , 1" indexben minimalizálás 
f(2) — min T(2) az f.(z) — min probléma az ,1" indexnél veszi fel a mini- 


mumát 
0 — grad(f(z)) az f gradiens vektora 


ata bg 44 
szözT A Hesse mátrix 


159 


160 IV. FEJEZET VALÓSZÍNŰSÉGI TÖRVÉNYEK 


VT 2 114 T2TF::: ra n-tagú összeg 


JX zazon z vektorok összege, amelyek a C halmazhoz tartoznak 


1 [25 7 Ti: T2::::: Ta n tényezős szorzat 

sal 

4 k. ATESTAT n alatt a k, binomiális együttható 

j6za EZ EL ism kelát bánt sast LE. €R,k e N az általánosított binomiális együtt- 


ható 

R a valós számok teste 

TR" a valós szám p-esek vektortere 

Rm a valós komponensű n x m-es mátrixok halmaza 
C a komplex számok teste 

i € C az imaginárius egység 

2 € R? p-dimenziós oszlopvektor 

AER"" n x m-es mátrix 





zT — (xi, Ta, . . . , 1p) p-dimenziós sorvektor, , T" a transzponálás jele 
AT az A mátrix transzponáltja 
AT! az AETR" mátrix inverze 


det A az A e R""" mátrix determinánsa 
adjA az A € R""" mátrix adjungált mátrixa, TIT (adj 4)" -AT 


diag A — (d11, d22, . . . , dann)" az A mátrix diagonálisában lévő elemekből álló 
oszlopvektor 

diag(d1, da, . . . , an) egy olyan n xn-es diagonális mátrix, melynek diagonálisában 
d1,d2,.. ., dan áll 


trace AZ Y ax az A E R"" mátrix nyoma 

E ,E az j1 SEEK egységmátrix 

A véletlen kísérlet 

0 a £-val kapcsolatos elemi események halmaza, a biztos esemény, illetve 
eseménytér 

0 lehetetlen esemény 

w, w; E A elemi esemény 

A, B, . . . , Az, B;, . . . C A események 

A az A esemény ellentett eseménye 

S A-val kapcsolatos események halmaza, az eseményalgebra 
P:S — [0, 1] valószínűség, 
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P(A) az A esemény valószínűsége 
P(AIB) az A eseménynek a B eseményre vonatkoztatott feltételes valószí- 
nűsége 
XYZ... ., Xi, Yi. Zs... : 0 R valószínűségi változók 
Fx(x) a X valószínűségi változó eloszlásfüggvénye, Fx(r) — P(X c r) 
pi - P(X — z;) az X diszkrét valószínűségi változó eloszlása 
Tx(r) az X folytonos valószínűségi változó sűrűségfüggvénye 
fxwv (zly) az X valószínűségi változónak az Y-ra vonatkoztatott feltételes 
sűrűségfüggvénye 
px(t) — Ee" az X valószínűségi változó karakterisztikus függvénye 
EX az X valószínűségi változó várható értéke 
09XxX —- VX a X valószínűségi változó szórásnégyzete vagy varianciája 
oX 5 3vVo?X az X valószínűségi változó szórása 
R(X,Y) az X és Y valószínűségi változók korrelációs együtthatója 
cov( X,Y) az X és Y valószínűségi változók kovariancia 
Fezosszpl ta 72. Tp) — Fx(z) az XA — (X1. X2,.. XT valószínűségi 
vektorváltozó eloszlásfüggvénye, illetve a komponensek együttes eloszlásfüg- 
gvénye 

PE 71, T2,..., tp) — fx(z) az X — (Xi, X2,. .., Xp)" valószínűségi 
vektorváltozó sűrűségfüggvénye, illetve a komponensek együttes sűrűségfüg- 
gvénye 
EX - (EX, EX2,..., EX)" az X valószínűségi vektorváltozó várhatóérték- 
vektora 


EX — (cov(X;, X;)) ; az X valószínűségi vektorváltozó ko- 


varianciamátrixa 

X € K(A) vagy X € I(p) az X valószínűségi változó az A esemény indikátora, 
p-PR(A) 

X € B(n,p) az X valószínűségi változó n,p paraméterű binomiális eloszlású 
X € Pol) az X valószínűségi változó A paraméterű Poisson-eloszlású 

X € G(p) a X valószínűségi változó p paraméterű geometriai eloszlású 

X € Pol(n, pi, pa, . . . pr) az X valószínűségi vektorváltozó együttes eloszlása 
polinomiális 

X € U(a,b) az X valószínűségi változó egyenletes eloszlású az (a,b) interval- 
lumon 

X E EO) az X valószínűségi változó A paraméterű exponenciális eloszlású 

X € N(u,c) az X valószínűségi változó 4, c paraméterű normális eloszlású 
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X € N(0,1) az X valószínűségi változó standard normális eloszlású 

X €I(n, A) az X valószínűségi változó n,A paraméterű gamma-eloszlású 
X EN (4.5) az X valószínűségi vektorváltozó p-dimenziós normális vektor, 
u várhatóérték-vektorral és E kovarianciamátrixszal 

Da (r) az u,c paraméterű normális eloszlás eloszlásfüggvénye 

Pno(t) az u4,c paraméterű normális eloszlás sűrűségfüggvénye 

$(r) a standard normális eloszlás eloszlásfüggvénye 

p(r) standard normális eloszlás sűrűségfüggvénye 

X,8X az X, valószínűségi változó sorozat 1 valószínűséggel konvergál X- 
hez 

Xg B X az Xn valószínűségiváltozó-sorozat r-edik momentumban konvergál 
X-hez 

X,85 X az X, valószínűségiváltozó-sorozat sztochasztikusan konvergál X- 
hez 

X,5 X az X, valószínűségiváltozó-sorozat eloszlásban konvergál X-hez 
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FÜGGELÉK 


A standard normális eloszlás eloszlásfüggvényének táblázata 





1. Ha X € N(m, d), akkor P(X c 2) — 6(57) (Ezen tulajdonság 


miatt elég csak a standard normális eloszlás táblázatát megadni. ) 


2. Ha z 5 0, akkor 6(—r) — 1— $(r). (Ezen tulajdonság miatt van a 
táblázatban csak nemnegatív z argumentum) 


3. Ha c € (0,1), akkor P(—u, c E c ue) —26(u)—1— 1 — e, azaz 
B(u)—1— 5. (u — 67! (1— 5)) 
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